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概要

高性能なGPGPUプログラムを，mapや reduceといったよく知られた並列スケルトンを用いて容易に
記述するための言語として，GPGPU向けデータ並列DSL (GPUDSL)が知られている．GPUDSLのコン
パイラは，処理する配列の型などでパラメタライズされたGPGPUコード (コードテンプレート)を用い
てコード生成を行うが，そのようなコード生成の正しさを保証することは容易ではない．その要因とし
て (i) GPGPUの並列モデルや，(ii)引数に対して生成コードや仕様が変化する点が挙げられる．本研究
ではコードテンプレートをGPGPUコードを生成するCoqの関数としてモデル化し，その正しさをBlom
らによって与えられた並行分離論理を用いて Coq上で検証する．提案手法によってmap，zip，reduceと
いった典型的なスケルトンに対応するコードテンプレートの正しさを検証することができた．
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第1章 はじめに

本研究は general-purpose computing on GPUs (GPGPU)コードを生成するコードテンプレートに対する
検証手法を提案する．

GPGPUとは GPUを用いた高性能計算一般である．GPUが高性能な計算資源を安価に提供するため，
多くの目的で利用されている．しかし，高性能な GPGPUプログラムを正しく記述することは容易では
ない．GPGPUの代表的な処理系であるCUDA C [31]では，データ競合やバリア相違 (barrier divergence)
を起こさないようにすることはプログラマの責任である．それに加えて高性能を達成するには，共有メ
モリなどのメモリ階層を利用し，warp divergence，bank conflictなどの並列化阻害要因を避けるために複
雑なプログラムを記述する必要がある．
高性能なGPGPUプログラムを簡単に記述するための言語としてmapや reduceなどのよく知られた並

列スケルトンを用いたデータ並列 DSLの GPU向け実現 (GPUDSL)がある．GPUDSLは並列スケルト
ンを用いて記述されたコードから CUDA Cなどで記述された GPGPUコードを生成する．
本研究ではGPUDSLコンパイラ内におけるコードテンプレートを利用したコード生成に注目する．そ

の理由は，コードテンプレートがユーザにとって宣言的かつ高性能なプログラムを可能にする鍵である
とともに，GPGPUプログラムとして正しさを保証することが容易でない性質を持つためである．コード
テンプレートはGPUDSLコンパイラがサポートするスケルトン毎に持つ，その計算を行うGPGPUコー
ドであり，入力や出力の配列の型，スケルトンが受け取る関数 (ユーザ関数)のコンパイル結果 (ユーザ関
数コード)，GPUのコア数などでパラメタライズされている．テンプレート中のコードはあらかじめ様々
な最適化が施されている．コードテンプレートの正しさ (任意のコードテンプレートが生成するGPGPU
コードが正しい計算を行うこと)を保証するための難しさの要因として以下の点が挙げられる．

(1) 生成されるコードやその仕様が引数のユーザ関数コードや配列の型に対して変化するため，通常
の GPGPUプログラム向け検証器を用いることが難しい．

(2) テンプレートが生成するコードの計算の正しさをモジュラーに検証するためには，Frame規則 [34]
をもつ健全性が確認された GPGPU 向け並行分離論理 (GPUCSL) が必要になるが，我々が知る
限りそのような論理は存在しない．GPGPU向けプログラム論理として Blomらによって与えら
GPUCSL [10]があるが，BlomらのGPUCSLの健全性は非形式的な証明しか与えられておらず，そ
の健全性を確認することが困難である．また Blomらの GPUCSLは Frame規則を持たず，その拡
張可能性，つまり Frame規則で拡張した GPUCSLが健全であることが明らかでない．

(3) GPGPUのような大量のスレッドが大量のデータを処理するような計算モデルでは，各スレッドの
計算パターンが複雑化しやすく，検証に不可欠なループ不変式を与えることが容易ではない．

(1)の解決のために，本研究では定理証明支援器Coq [35]を用いたコードテンプレートの検証手法を提
案する．コードテンプレートをGPGPUコードを生成する Coqの関数として記述し，コードテンプレー
トの正しさを Coqの定理として証明する．コードテンプレートの正しさとは，生成される任意のコード
が正しく振る舞うことであり，本研究ではそれをGPUCSLを用いて検証する．また，Coq上でGPGPU
プログラム検証を補助するための Coqライブラリ GPUVeLibを作成した．本研究では reduceや prescan
といった比較的複雑な同期パターンをもつ GPGPUカーネルの検証を行い GPUVeLibの有用性を確認し
た．この手法の有用性の確認のために，GPUDSLの 1つであるAccelerate [13]のmapコードテンプレー
ト，及び reduceテンプレートの一部の正しさを検証した．

(2)の解決のために，本研究ではBlomらのGPUCSLを Frame規則で拡張した上で Coqで再形式化し，
その健全性の証明を新たに与えた．健全性証明の過程で Blomらの証明のスケッチに関して 2つの欠陥
を発見し，それらに対して新たに形式証明を与えた．具体的には (i) GPUCSLを Frame規則で拡張した



第 1章 はじめに 7

とき，Blomらの健全性証明の中で用いている補題が成り立たなくなることと，(ii) バリア相違 (barrier
divergence)を防ぐための十分条件であるスレッド ID独立性の前提条件が不十分である点が挙げられる．
本研究では (i)をVafeiadisの証明法 [36]を用いることで，(ii)をスレッド ID独立性とよく似た性質であ
る，non-interferenceの証明法を応用することで解決した．

(3)本研究では複雑なメモリアクセスパターンをもつプログラムを simulating functionを用いて検証す
る手法を提案する．Simulating functionはGPGPUプログラムの実行を模倣するようなメタ論理の関数で
あり，これを用いることでプログラムの計算に関する証明をメタ論理の関数に関する証明に帰着させる
ことができる．本研究では reduceテンプレートに対し simulating functionを用いた検証を行い，その有
効性を確かめた．また reduceコードテンプレートの検証の中で最適化の余地があることを発見し，最適
化されたコードの正しさを検証した．
本研究の貢献は以下の通りである．
• 概略のみが与えられていた Blomらの GPUCSLに形式的な証明を与え，もとの健全性の概略の欠
陥を明らかにした．
• データ型やユーザ関数コードでパラメタライズされているコードテンプレートを検証するための
枠組みを定義し，検証を支援する Coqライブラリを作成し，実際にmap，reduceテンプレートを
検証した
• 複雑なメモリアクセスパターンをもつGPGPUプログラムを検証する手法として，simulating function
を用いるものを提案し，実際に reduceテンプレートの検証で有効に働くことを確かめた
• GPUDSLの 1つである Accelerateで用いられているテンプレートに最適化の余地を発見し，改良
されたテンプレートの検証を行った

本稿は以下の構成からなる．2章ではGPUのための並行分離論理GPUDSLを提案する．3章ではGPGPU
コードを検証するためのライブラリとGPGPUコードを検証するための simulating functionを用いた手法
について提案する．4章ではコードテンプレートの検証手法を提案する．5章では関連研究について述
べ，6章で結論と今後の課題について述べる．
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第2章 GPUのための並行分離論理 GPUCSL

本章では GPGPUのための並行分離論理 GPUCSLを提案する．
並行分離論理 (CSL)とは，並行プログラムを検証するためのHoare論理の 1つであり，プログラムC，

事前条件 P及び事後条件 Qの 3つ組 {P} C {Q}を導出する規則群から成る．
GPGPUプログラム検証のための CSLの 1つに，Blomらによる拡張 [10]がある．Blomらは CSLを

GPGPUの意味論に拡張し健全性の非形式的な証明の概略を与えた．Blomらの CSLが基づく推論規則
は，標準的な CSLとは大きく異なる独自のものである．具体的には， (i)推論規則に Frame規則を持た
ないことと，(ii)メモリ資源に関する仕様と計算結果に関する仕様を分けて記述することなどが挙げら
れる．Blomらはバリア相違が起こらないことの十分条件としてスレッド ID独立性を提案したが，実際
にそれが十分条件であることの証明は与えていない．
本研究ではBlomらのCSLに形式的な証明を与えるために，すでに形式的証明が与えられているVafeiadis

の CSL [36]をもとに，Blomらの CSLを再設計 (GPUCSL)し，その健全性を定理証明支援器 Coqを用
いて証明した．健全性の証明は Vafeiadisの健全性の証明を応用した．またスレッド ID独立性を型シス
テムとして形式化し，その健全性の証明を独自に行った．
また，本研究ではGPUCSLの健全性の証明を通して，Blomらの証明の問題点を明らかにした．まず，

彼らの CSLの健全性の証明の方針を，Frame規則をもつ一般の CSLの健全性に適用することは困難で
ある．その理由は，彼らの健全性の証明の中で仮定されている一部の補題が，Frame規則をもつ CSLで
は成り立たないからである．また，スレッド ID独立性の健全性は競合状態が発生しないことを前提とし
て要求するが，これは Blomらの議論では与えられていない．
本章は以下の構成からなる．2.1節では GPUCSLの対象言語について説明する．2.2節では GPUCSL

の推論規則と健全性について説明する．2.3節では GPUCSLの健全性の証明の概略を与える．2.4節で
は Blomらの研究と本研究の差異について説明する．2.5節では GPUCSLを用いた簡単なカーネルの検
証例を示す．

2.1 言語

GPUCSLはCUDA C [31]のサブセットであるWhileB言語を検証の対象とする．CUDA CはC言語の
拡張であり，CUDA Cプログラムは CPU上で実行されるホストコードとGPU上で実行されるカーネル
からなる．ホストコードはカーネルで用いられるグローバルメモリ領域を GPU上に確保し，そのアド
レスとカーネルを実行するグリッドの構造を指定してカーネルを呼び出す．GPUは指定された構造のグ
リッドを作成し，呼び出されたカーネルをそのグリッドで実行する．グリッドは複数のスレッドブロッ
クで構成され，スレッドブロックは複数のスレッドで構成される．全てのスレッドブロックは同じ個数
のスレッドを持つ．本稿ではグリッド内のブロック数を nb，各ブロック内のスレッド数を ntと表記する．
また，各スレッドはブロック内で一意な 0から nt − 1までの IDを持ち，各ブロックは 0から nb − 1ま
での一意な IDをもつ．これらの IDはカーネル内から変数で参照することができ，WhileB言語ではそ
れらの変数をそれぞれ変数 tid，bidとする．また本稿ではスレッド IDの集合 {0, . . . , nt − 1}を Tid，ブ
ロック IDの集合 {0, . . . , nb − 1}を Bidと表記する．各スレッドはスレッド毎に存在するレジスタ，ブロッ
ク毎に存在する共有メモリ，全スレッドで共有されるグローバルメモリを用いることができる．レジス
タはカーネル中の変数に対応する．共有メモリはカーネルの起動時にカーネル内に記述された共有メモ
リのための配列宣言によって確保される．共有メモリはスレッドブロック毎に存在し，他のスレッドブ
ロックに属するスレッドから参照されることはない．グローバルメモリは CPUによってのみ確保され
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x, y, . . . ∈Var

E ∈ Exp ::=x | n | E1 + E2 | E1 ∗ E2 | . . .
B ∈ BExp ::=E1 = E2 | E1 < E2 | !B | B1&&B2 | . . .
L ∈ LExp ::=Sh E | Gl E | L[E]

C ∈ Cmd ::= skip | x := E | x := L |
L := E | C1; C2 | if B then C1 else C2 |
while B do C | barrierb

P ∈ Prg ::= s[n]; C

図 2.1: WhileB言語の構文規則

1 smem[nt + 2]; // shared memory allocation
2 t := Gl arr[gid];
3 Sh smem[tid + 1] := t;
4 if (tid == 0) {
5 if (bid == 0) { Sh smem[0] := 0 }
6 else { t := Gl arr[gid - 1]; Sh smem[0] := t } }
7 if (tid == nt - 1) {
8 if (bid == nb - 1) { Sh smem[nt + 1] := 0 }
9 else { t := Gl arr[gid + 1]; Sh smem[nt + 1] := t } }

10 barrier0;
11 t0 := Sh smem[tid]; t1 := Sh smem[tid + 1]; t2 := Sh smem[tid + 2];
12 Gl out[gid] = t0 + t1 + t2;

図 2.2: stencilカーネル

る．また，ブロック内のスレッドはバリア同期によって他のスレッドと同期を取ることができる．バリ
ア同期命令を実行したスレッドはブロック内の他の全スレッドが同じバリア同期命令を実行するまで待
機する．本研究では 1グリッドによるカーネルの実行のみを検証の対象とし，ホストコードの実行は対
象としない．
バリア同期は，カーネル上で同じ位置にあるバリア同期命令にブロック内の全てのスレッドが到達し

た時のみ成功する．2つのスレッドが異なる 2つのバリア同期命令に同時に到達したときの状態をバリ
ア相違 (barrier divergence [31])と呼び，このときの振る舞いは未定義である．カーネルがバリア相違を
起こさないことは，GPUCSLが保証することの 1つである．
本研究では GPUによる 1つのカーネルの実行のみを検証対象とする．カーネルを記述する言語とし

て，While言語にバリア同期命令とグローバルメモリの読み書きを追加した言語 (WhileB言語)を定義し
た．CUDA Cの機能のうち，WhileB言語では省略した機能は 8節で議論する．

2.1.1 構文規則

図 2.1はWhileB言語の構文規則である．WhileB言語はWhile言語に共有メモリ及びグローバルメモ
リの読み書きとバリア同期のための構文を追加したものである．E，Bはそれぞれメモリアクセスを含ま
ない算術式及びブール式である．データ型は整数がある．Lはメモリアドレスを表す式であり，グロー
バルメモリ上のアドレス Eを表すGl E，共有メモリ上のアドレス Eを表す Sh E，及びアドレス Lから
オフセット Eだけ離れたアドレスを表す L[E]からなる．Cはコマンドであり，While言語の構文規則に
加えてメモリの読み書き (x := L，L := E)とバリア同期命令 (barrierb)を持つ．バリア同期命令はプロ
グラム中で一意な自然数の添字 bを持つ．カーネル Pは共有メモリ宣言の列 s[n]と 1つのコマンドから
なる．各共有メモリ宣言は変数名 sとその長さ nからなり，変数名 sで参照される長さが nの配列を共
有メモリに確保することを表す．

WhileB言語で記述されたカーネルの例として，stencilカーネルを図 2.2に示す．stencilカーネル
は 1次元ステンシル計算を行うカーネルである．1次元ステンシル計算とは入力配列から出力配列を求
める計算で，出力配列の i番目の要素が入力配列の i番目の要素の近傍 (ここでは i − 1, i, i + 1番目の要
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v ∈ Val BZ

l ∈ Loc B{Sh v | v ∈ Z} ∪ {Gl v | v ∈ Z}
s ∈ stack BVar→ Val

h ∈ heap BLoc⇀ Val

sh ∈ sheap BVal⇀ Val

ts ∈ ThreadState B{(c, s) | c ∈ Cmd, s ∈ stack}
bs ∈ BlockState B{(ts, hs) | ts ∈ ThreadStatent , hs ∈ sheap}
gs ∈ GridState B{(bs, hg) | bs ∈ BlockStatenb , hg ∈ sheap}

図 2.3: スレッド，スレッドブロック，グリッドの状態

bsi =
(
ts, hs
) (

ts,Sh hs ⊎Gl hg
)
→b
(
ts′, Sh h′s ⊎Gl h′g

)(
bs, hg

)
→g
(
bs
[(

ts′, h′s
)
/i
]
, h′g
) (G-Step)

bsi =
(
ts, hs
) (

ts,Sh hs ⊎Gl hg
)
→b abort(

bs, hg
)
→g abort

(G-Abort)

図 2.4: グリッド実行の意味論

(tsi, h)→T (ts′, h′)

(ts, h)→B (ts[ts′/i], h′)
(B-Step)

∀i ∈ Tid,wait(tsi.C) = (b,C′i ) ∧ ts′i = (C′i , tsi.s)

(ts, h)→B (ts′, h)
(B-Barrier)

(tsi, h)→T abort(
ts, h
)
→B abort

(B-Abort)

図 2.5: ブロック実行の意味論

素)から決まるような計算である．stencilカーネルはグリッド内のスレッド数 ntnbと等しい長さの配
列 arrを受け取って，各要素の近傍の和をとった配列を計算する．スレッド IDi，ブロック ID jをもつス
レッド (以下スレッド i， jと呼ぶ)は出力配列の i + jnt 番目の計算を担当する．プログラム中の gidは
tid + bid * ntの略記である．stencilは配列 arrを nb個の長さ ntの連続な領域に分割し，それぞれ
の領域を各ブロックの共有メモリにコピーする．このとき，共有メモリの端の要素には隣の領域の端の
値，存在しない場合は 0を書き込む．その後共有メモリを使って近傍の和を求め，出力配列に書き込む．

2.1.2 WhileB言語の操作的意味論

WhileB言語の操作的意味論は，Vafeiadis [36]の意味論にグリッド，スレッドブロックといったスレッ
ド階層を加え，スレッドブロックの遷移規則にバリア同期のための遷移規則を定義した．意味論は状態
間の 2項関係で表される．図 2.3は状態の定義である．グリッド状態GridStateはスレッドブロック状態
の列 bsとグローバルメモリ hgからなる．グローバルメモリは sheapで定義され，値 Valから値 Valへ
の部分関数である．スレッドブロック状態 BlockStateはスレッド状態の列 tsと共有メモリ hsからなる．
hsは hgと同様に sheapである．スレッド状態は現在実行しているコマンドCとスタック sの組である．
スタック sは変数から値への関数である．図 2.4，2.5，2.6が遷移規則の定義である．規則はグリッド実
行のための遷移規則→G: GridState × (GridState ∪ abort) → Prop，スレッドブロック実行のための遷移
規則→B: (ThreadStatent × heap) × (ThreadStatent × heap ∪ {abort}) → Propと，逐次実行のための遷移
規則→T : (ThreadState × heap) × (ThreadState × heap ∪ {abort}) → Propからなる．ここで heapは Loc
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(skip; C, s, h)→t (C, s, h)
(T-Seq1) (C1, s, h)→t (C′1, s

′, h′)

(C1; C2, s, h)→t (C′1; C2, s′, h′)
(T-Seq2)

[[B]](s) = true

(if B then C1 else C2, s, h)→t (C1, s, h)
(T-If1)

[[B]](s) = false

(if B then C1 else C2, s, h)→t (C2, s, h)
(T-If2)

(while B do C, s, h)→t (if B then (C; while B do C) else skip, s, h)
(T-While)

[[E]](s) = v

(x := E, s, h)→t (skip, s[x := v], h)
(T-Assign)

[[L]](s) = l h(l) = v′

(x := [L], s, h)→t (skip, s[v′/x], h)
(T-Read)

[[L]](s) = l h(l) = v′ [[E]](s) = v

([L] := E, s, h)→t (skip, s, h[v/l])
(T-Write)

[[L]](s) = l h(l) = ⊥

(x := [L], s, h)→t abort
(T-ReadA)

[[L]](s) = l h(l) = ⊥

([L] := E, s, h)→t abort
(T-WriteA)

図 2.6: 逐次実行の意味論

wait(barrier) = (b, skip)

wait(C1; C2) = (b′,C′1; C2) (wait(C1) = (b′,C′1))

wait(C) = ⊥ (otherwise)

図 2.7: Definition of the wait function

[[−]] : Exp→ stack→ Val

[[n]](s) = n

[[x]](s) = s(x)

[[E1 + E2]](s) = [[E1]](s) + [[E2]](s)

[[E1 ∗ E2]](s) = [[E1]](s) + [[E2]](s)

[[−]] : BExp→ stack→ {true, false}
[[E1 = E2]](s) = [[E1]](s) = [[E2]](s)

[[E1 < E2]](s) = [[E1]](s) ≤ [[E2]](s)

[[!B]](s) = ¬[[B]](s)

[[B1&&B2]](s) = [[B1]](s) ∧ [[B2]](s)

[[−]] : LExp→ stack→ Loc

[[Sh E]](s) = Sh [[E]](s)

[[Gl E]](s) = Gl [[E]](s)

[[L[E]]](s) =

Sh (E′ + [[E]](s)) ([[L]] (s) = Sh E’)

Gl (E′ + [[E]](s)) ([[L]] (s) = Gl E’)

図 2.8: 式の意味論

から Valへの部分関数であり，Locは共有メモリのアドレス {Sh v | v ∈ Z}とグローバルメモリのアドレ
ス {Gl v | v ∈ Z}の直和である．S →{T,B,G} S ′ は S を 1ステップ実行した結果が S ′ になることを表し，
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P⇒ ⋆i∈Tid Pi

∀i ∈ Tid, BS, i ⊢T {Pi ∧ tid = i} C {Qi}
⋆i∈Tid Qi ⇒ Q

∀b, ⋆i∈Tid BS(i, b)pre ⇒ ⋆i∈Tid BS(i, b)post

Γ ⊢ C : τ
∀i, b.Pi,Qi and BS(i, b) are thread ID independent

∀i, b,BS(i, b)pre/post is precise

Γ ⊢B {P} C {Q}
(Block)

P⇒ ⋆ j∈Bid P j

∀ j ∈ Bid, Γ ⊢B {Pb ⋆ [[(s[n])]] ∧ bid = j} C {Qb ⋆ [[s[n]]]}
⋆ j∈Bid Q j ⇒ Q

disjoint(s) s ∩ writes(C) = ∅
∀b.tid, bid < Pb ∧ fv(Qb) = ∅ tid, bid < s
E ⊢ s : Lo E ⊢ tid : Hi E ⊢ bid : Lo

⊢G {P} s[n]; C {Q}
(Grid)

図 2.9: 並列実行のための証明規則

S ′ = abortのときは S を 1ステップ動作させた結果がエラーになることを表す．図 2.4がグリッド実行
の意味論 (→g)の定義である．スレッドブロックのうちの 1つを選択し，そのスレッドブロックの共有メ
モリとグリッドのグローバルメモリの和 (Sh hs ⊎Gl hg)をとり，そのヒープの上でスレッドブロックの
意味論→Bで動作されることを意味する．共有メモリ hsとグローバルメモリ hg の和 Sh hs ⊎ Gl hg は，
アドレスが共有メモリのもの (Sh v)の時は hs(v)を返し，グローバルメモリのもの (Gl v)のときは hg(v)
を返す heapである．図 2.5がスレッドブロックの意味論→Bの定義である．ブロック実行はグリッド実
行と同様にブロック内の 1つのスレッドを選択して動作させるか (B-Step, B-Abort)，バリア同期を実行
する (B-Barrier)．バリア同期はスレッドブロック内の全てのスレッドがあるバリア bに到達したときの
み成功する．前提の tsi.C及び tsi.sはスレッド状態 tsiのコマンド及びスタックを表す．関数 wait(C)は
次に実行する命令がバリア同期のとき定義され，その IDとバリア同期を取り除いたコマンドを返す (図
2.7)．
図 2.6が逐次実行の意味論 (→T )の定義である．それぞれ通常のWhile言語と同様に定義される．[[−]]

は式の表示的意味論であり，図 2.8で定義される．

2.2 GPUCSL
CSLは並行プログラムが仕様 {P} C {Q}を満たすことを検証するための論理である．直感的には仕様
{P} C {Q}は，事前条件を満たすメモリ状態のもとでコマンド Cを開始した時，(i)実行中にアボートせ
ず， (ii)停止するとき，その状態で Qが成り立つことを表す．ここで，Pと Qはスタックとヒープの組
についての述語 (言明)である．

CSLは結論 {P} C {Q}を証明するための規則群からなる．CSLの並行実行のための証明規則は，「各ス
レッドがアクセスするメモリ領域が互いに独立ならば，実行後の状態はそれらの独立な領域を合わせた
ものになる」という直感に基づく．つまり，各スレッドがプログラムC1，C2を P1，P2で表現されるメモ
リ領域のもとで安全に実行し，停止後の状態がQ1，Q2を導くことが証明できるならば，プログラム全体
として仕様 {P1 ⋆ P2} C1||C2 {Q1 ⋆ Q2}が成り立つことである．ここでC1||C2は並列実行を表し，P1 ⋆ P2

(分離積，separating conjunction)はメモリが独立な 2つの領域に分割できて，それぞれの領域が P1，P2

を満たすことを示す．
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v ∈ Val B Z

l ∈ Loc B {Sh v | v ∈ Z} ∪ {Gl v | v ∈ Z}
s ∈ stack B Var→ Val

h ∈ pheap B Loc⇀ Perm × Val

(p1, v1) ⊥ (p2, v2)
△⇔ p1 + p2 ≤ 1 ∧ v1 = v2

(p1, v1) ⊕ (p2, v2)
△⇔ (p1 + p2, v1)

h1 ⊥ h2
△⇔ ∀l.h1(l) = ⊥ ∨ h2(l) = ⊥∨

h1(l) ⊥ h2(l)

(h1 ⊎ h2)(l) B


h1(l) ⊕ h2(l) (h1(l), h2(l) , ⊥)

h1(l) (h2(l) = ⊥)

h2(l) (h1(l) = ⊥)

s, h |= emp
△⇔ ∀l.h(l) = ⊥

s, h |= L 7→p E
△⇔

∀l.h(l) =

(p, [[E]](s)) (l = [[L]](s))

⊥ (otherwise)

s, h |= P ⋆ Q
△⇔ ∃h1h2.h1 ⊥ h2 ∧ h = h1 ⊎ h2∧

s, h1 |= P ∧ s, h2 |= Q

s, h |= P ∧ Q
△⇔ s, h |= P ∧ s, h |= Q

s, h |= ∃v.P
△⇔ ∃v.(s, h |= P)

s, h |= E1 = E2
△⇔ [[E1]](s) = [[E2]](s)

L 7→p − B ∃v.L 7→p v

arrayp(L,m, n, f ) B
m+n−1
⋆
i=m

(L[i] 7→p f (i))

sarrayp(L,m, n, f , d, i) B
m+n−1
⋆

j=m, j mod d=i
(L[ j] 7→p f ( j))

if P then Q else R B (P⇒ Q) ∧ (¬P⇒ R)

図 2.10: GPUCSLの論理式の意味論

GPUCSLでは Grid規則，Block規則 (図 2.9)を用いてグリッド，スレッドブロックの並列実行を検証
する．グリッド実行，スレッドブロック実行を検証するためには，共通して以下のことを示す必要があ
る (それぞれの条件が前提の何行目に対応するかを示している)．
1行目 仕様の事前条件が各ブロック (スレッド)の事前条件の分離積を導くこと
2行目 任意のスレッドに対して，そのスレッドが逐次実行の意味論で仕様 {Pi ∧ . . .} C {Qi}を満たすこと
3行目 各スレッドの事後条件の分離積が仕様の事後条件を導くこと
またブロック実行に関してはバリア同期が安全に行われることを示すために，以下のことを示す必要が
ある．
4行目 バリア仕様 BS が，バリア同期の前後で過不足なくリソースの再配分を行うものになっているこ

と．これは，各スレッドの担当するメモリ領域が，バリア同期の前後で正しく交換されること意
味する．

5，6行目 カーネルがスレッド ID独立性を満たすこと．直感的には，スレッド IDに依存しない実行文
脈の下にのみバリア同期命令が現れることを意味する．

本節ではまず GPUCSLの言明の意味論について述べる．次に GPUCSLの証明規則について述べる．次
にスレッド ID独立性について述べ，最後に 3つ組の意味論について述べる．

2.2.1 言明の意味論

GPUCSLの言明は通常の述語論理の論理式に加えて，ヒープのための言明 emp，L 7→p E及び P ⋆ Q
及びそれらを用いて定義される言明からなる．言明はスタック sとパーミッション付きヒープ hのもと
で評価される．図 2.10は GPUCSLの言明の定義である．パーミッション付きヒープ pheapはアドレス
からパーミッションと値の組への部分関数 Loc ⇀ Perm × Valである．パーミッションはそのヒープを
所有するスレッドがそのアドレスに対して行うことができる操作を意味し，本研究では有理数パーミッ
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ション [11] (Perm B {q ∈ Q | 0 < q ≤ 1})を用いる．スレッドがアドレス lに対してパーミッション 1を
持つとき，そのスレッドはそのアドレスに対して書き込みと読み込みの両方を行うことができ，1より
小さいパーミッションを持つときは読み込みのみを行うことができる．
パーミッション付きヒープ h1, h2に対して，その和 h1 ⊎ h2は h1, h2が独立 (h1 ⊥ h1)なときに限って定

義され，各アドレスに対してパーミッションの和をとったヒープとして定義される．h1 ⊥ h2は全てのア
ドレス lに対して
• h1(l)か h2(l)が定義されない，または
• h1(l)か h2(l)の両方が定義され，かつその値が等しくパーミッションの総和が 1を超えない (h1(l) ⊥

h2(l))
ことと定義される．

empは hがどのアドレスでも定義されないときに真になる．L 7→p E は hが Lの評価結果のみで定
義され，その値が Eでパーミッションが pであるときに真となる．P ⋆ Qは hが独立なヒープ h1, h2の
和として表され，それぞれのヒープで P,Qが成り立つときに真となる．GPUCSLの言明は通常のパー
ミッション付き CSLに加えて，配列を表す言明として arrayp(L,m, n, f )，及び sarrayp(L,m, n, f , d, i)を
もつ．arrayp(L,m, n, f )は L[m]が長さ nの配列で，各 m ≤ i < m + n − 1に対してアドレス L[i]が値 f (i)
を持つことを表す．pはパーミッションで，配列中の全ての位置に対して同じパーミッション pをもつ．
sarrayp(L, s, n, f , d, i)は配列 Lのmからm+ n− 1までの位置のうち，dで割った剰余が iとなるような位
置についてパーミッション pを持つことを表す．各アドレス L[ j]番目の要素は arrayp(L,m, n, f )と同様
に値 f (i)をもつ．sarrayp(L,m, n, f , d, i)は d個のスレッドが配列の d個ずつ離れた位置にアクセスする
ようなカーネルを検証する際に用いる．arrayp(L,m, n, f )，sarrayp(L,m, n, f , d, i)に関して以下の性質が
成り立つ．
• ⋆d−1

i=0 array1/d(L,m, n, f )⇔ array1(L,m, n, f ) (array distribute)
• ⋆d−1

i=0 sarrayp(L,m, n, f , d, i)⇔ arrayp(L,m, n, f ) (sarray distribute)
• 0 ≤ j < n⇒ (arrayp(L,m, n, f )⇔

arrayp(L,m, j, f ) ⋆ L[m + j] 7→p f (m + j) ⋆ arrayp(L,m + j + 1, n − j − 1, f )) (array forward)
• 0 ≤ j < n ∧ (m + j) mod d = i⇒

(sarrayp(L,m, n, f , d, i)⇔
sarrayp(L,m, j, f , d, i)⋆ L[m+ j] 7→p f (m+ j)⋆ sarrayp(L,m+ j+ 1, n− j− 1, f , d, i)) (sarray forward)

• (∀0 ≤ j < n, (m + j) mod d = i⇒ f1(m + j) = f2(m + j))⇒
sarrayp(L,m, n, f1, d, i)⇔ sarrayp(L,m, n, f2, d, i) (sarray eq)

これらの性質は配列の長さ nに関する帰納法で容易に証明できる．これらの性質は配列に並列にアクセス
するカーネルの検証に用いる．array distributeは配列に対する読み込み専用のパーミッションを，各スレッ
ドに配布できることを表す．sarray distributeは dで割った剰余が iとなる添字のパーミッションを各ス
レッドに配布できることを表す．array forward，sarray forwardは array(L,m, n, f )や sarray(L,m, n, f , d, i)
が成り立つとき，配列内の 1つの位置に関するパーミッションを取り出せることを表す．

2.2.2 証明規則

GPUCSLは 3種類の結論 BS, i ⊢T {P} C {Q}，Γ ⊢B {P} C {Q}及び ⊢G {P} s[n]; C {Q}を導出する規
則群からなる．それぞれ各スレッドの逐次実行，各スレッドブロックの実行，グリッドの実行に対応す
る．図 2.11は逐次実行に関する証明規則である．Barrier規則以外は通常のパーミッション付き CSLと
同様である．Frame規則は，証明した仕様 {P} C {Q}をカーネル C が言及しないリソース Rで拡張す
る．前提に現れる fv(R)と wr(C)はそれぞれ Rに現れる局所変数の集合と，Cに現れる変数の中で代入
文の左辺に出現する変数の集合を表す．Barrier規則はブロック内のスレッドがバリア仕様 BSで定めら
れたメモリ資源の交換を行うことを表す．BSpre(i, b),BSpost(i, b)はそれぞれバリア bを実行する前に i
番目のスレッドが返却する資源と，実行後にスレッド iに配布される資源を表す．BSは副条件として
バリア同期の前後で交換される資源の総和が保存されることが要求される．つまり任意の bに対して，
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BS, i ⊢T {Q} skip {Q}
(Skip)

BS, i ⊢T {P[E/x]} x := E {P}
(Assign)

x < fv(L) x < fv(E)

BS, i ⊢T {L 7→π E} x := L {L 7→π E ∧ x = E}
(Read)

BS, i ⊢T {L 7→1 E1} L := E2 {L 7→1 E2}
(Write)

BS, i ⊢T {P} C {Q} fv(R) ∩ writes(C) = ∅

BS, i ⊢T {P ⋆ R} C {Q ⋆ R}
(Frame)

BS, i ⊢T {P} C1 {Q} BS, i ⊢T {Q} C2 {R}

BS, i ⊢T {P} C1; C2 {R}
(Seq)

BS, i ⊢T {P ∧ B} C1 {Q}
BS, i ⊢T {P ∧ ¬B} C2 {Q}

BS, i ⊢T {P} if B then C1 else C2 {Q}
(If)

BS, i ⊢T {P ∧ B} C {P}

BS, i ⊢T {P} while B do C {P ∧ ¬B}
(While)

BS, i ⊢T {BS(i, b)pre} barrierb {BS(i, b)post}
(Barrier)

P⇒ P′ BS, i ⊢T {P′} C {Q′} Q′ ⇒ Q

BS, i ⊢T {P} C {Q}
(Conseq)

図 2.11: GPUCSLの証明規則

Γ ⊢ tid : Hi
(Ty-TID)

Γ ⊢ n : Lo
(Ty-Const)

x , tid

Γ ⊢ x : Γ(x)
(Ty-Var)

Γ ⊢ E1 : τ1 Γ ⊢ E2 : τ2

Γ ⊢ E1 ⊕ E2 : τ1 ⊔ τ2
(Ty-Op)

図 2.12: 式に対する型付け規則

⋆i∈TidBS pre(i, b) ⇒ ⋆i∈TidBS post(i, b)が成り立つことである．この条件はスレッドブロック実行のための
証明規則の前提に出現する．
図 2.9はスレッドブロック実行のための証明規則 (Block規則)とグリッド実行のための証明規則 (Grid

規則) である．Block規則は各スレッド毎に独立な資源 Pi，Qi のもとで検証できるならばそれらの資
源を 1つに集約した資源 P，Qのもとでブロック実行が正しく行われることを意味する (前提の 1行目
から 3行目)．前提の 4行目はバリア仕様がバリア同期の前後で資源を保存することを検証する．5行
目，6行目の条件はバリア相違 (barrier divergence) [31]を起こさないことを保証するための規則であり，
2.2.3 節で説明する．7行目はバリア仕様が preciseであることを表す．ここで言明 Pが preciseである
とは，任意の hについて，s, h1 |= Pを満たす hの部分ヒープ h1 が 1つしか存在しないこと，つまり
∀s, h, h1, h′1, h2, h′2.h = h1 ⊎ h′1 ∧ h = h2 ⊎ h′2 ∧ s, h1 |= P ∧ s, h2 |= P ⇒ h1 = h2が成り立つことと定義され
る．これは Reynoldsの反例 [33]を排除するための規則である．

Grid 規則は Block 規則と同様に各ブロックに資源を分配し，各ブロックごとに検証を行う (前提の
1行目から 3行目)．事前条件と事後条件に現れる [[s[n]]]は共有メモリに関する条件を表し，[[s[n]]] =
⋆si[ni]∈s[n] array(Sh si, ni,−)と定義される．その他の条件については健全性の証明の簡略化のために導入
した条件であり，本質的ではないため説明を省略する．
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Γ ⊢ E : τ

Γ ⊢ Sh E : τ
(Ty-SLoc)

Γ ⊢ E : τ

Γ ⊢ Gl E : τ
(Ty-SLoc)

Γ ⊢ L : τ1 Γ ⊢ E : τ2

Γ ⊢ L[E] : τ1 ⊔ τ2
(Ty-Var)

図 2.13: LExpに対する型付け規則

Γ ⊢ E1 : τ1 Γ ⊢ E2 : τ2

Γ ⊢ E1 = E2 : τ1 ⊔ τ2
(Ty-Eq)

Γ ⊢ E1 : τ1 Γ ⊢ E2 : τ2

Γ ⊢ E1 ≤ E2 : τ1 ⊔ τ2
(Ty-Ineq)

Γ ⊢ B1 : τ1 Γ ⊢ B2 : τ2

Γ ⊢ B1&&B2 : τ1 ⊔ τ2
(Ty-And)

Γ ⊢ B : τ

Γ ⊢!B : τ
(Ty-Not)

図 2.14: ブール式に対する型付け規則

Γ ⊢ skip : τ
(Ty-skip) Γ ⊢ L : τ τ ⊔ τ′ ⊑ Γ(x)

Γ ⊢ x := L : τ′
(Ty-Read)

Γ ⊢ L := E : τ
(Ty-Write) Γ ⊢ E : τ τ ⊔ τ′ ⊑ Γ(x)

Γ ⊢ x := E : τ′
(Ty-Assign)

Γ ⊢ C1 : τ Γ ⊢ C2 : τ

Γ ⊢ C1; C2 : τ
(Ty-Seq)

Γ ⊢ B : τ′ Γ ⊢ C1 : τ ⊔ τ′ Γ ⊢ C2 : τ ⊔ τ′

Γ ⊢ if B then C1 else C2 : τ
(Ty-If)

Γ ⊢ B : τ′ Γ ⊢ C : τ ⊔ τ′

Γ ⊢ while B do C : τ
(Ty-While) Γ ⊢ barrierb : Lo

(Ty-Barrier)

図 2.15: コマンドのための型付け規則

2.2.3 スレッド ID独立性

Blomらはバリア相違が起こらないことを保証する条件としてスレッド ID独立性を提案した [10]．カー
ネル中の命令や変数がスレッド ID独立であるとは，その実行や値がスレッド ID値の影響を直接，間接
に受けないことを意味する．したがって，スレッド ID独立な命令の実行トレースは全スレッドで一致す
る．バリア同期命令がスレッド ID独立であれば，バリア相違は起こらないことが保証される．スレッド
ID独立性の定義は健全ではあるが，完全ではない [10]．そのため，バリア相違を起こさないがスレッド
ID独立性を満たさないような，GPUCSLで検証することができないプログラムがある．
我々はスレッド ID独立性を型システムとして再形式化した (図 2.12，2.13，2.14，2.15)．型システム

は文献 [30]の non-interferenceを参考に設計した．スレッド ID独立性では変数，式，ブール式，アドレ
ス式及びコマンドに Hi，Loのいずれかの型を付ける．型 Loはスレッド ID独立であることを意味する．
Γは型付け環境で，Γ : Var→ {Hi, Lo}である．図 2.12は式についての型付け規則である．式の型はその
式が型 Hiをもつ変数を含むとき Hi，それ以外の時は Loとする．τ1 ⊔ τ2は以下のように定義される．

τ1 ⊔ τ2 =

 Lo (τ1 = Lo ∧ τ2 = Loのとき)
Hi (それ以外のとき)
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LExpやブール式に対する型付け規則も同様に定義される (図 2.13，図 2.14)．図 2.15がコマンドのため
の型付け規則である．コマンド C に型 Loが付くとき，そのコマンドはスレッド IDに依存しない文脈
で実行されることが保証される．τ1 ⊑ τ2は τ1 = Lo ∨ τ2 = Hiと定義する．規則 Ty-Read，Ty-Assignは
型 Loをもつ変数の値が，型Hiをもつ変数の値に依存することを禁止する．規則 Ty-While，Ty-Ifは，型
Hiをもつ変数の値に依存する条件式のもとに，型 Loをもつコマンドが出現することを禁止する．バリ
ア同期命令には型 Loを付けることで，バリア同期に必ず成功することを保証することができる (規則
Ty-Barrier)．言明 Pがスレッド ID独立 (thread ID independent)であるとは，Pが Γ(x) = Hiとなる変数 x
を含まないことと定義される．

2.2.4 健全性

GPUCSLの健全性の定義はVafeiadis [36]を参考にした．主な変更点は (i)スレッド階層を反映したこ
とと，(ii)バリア同期のための条件を追加したことである．GPUCSLの健全性を定義するために，述語
Gsafen(gs,Q),Bsafen(ts, h,Q, Γ),Tsafen(C, s, h,Q,BS)を定義する．これらのそれぞれグリッド実行，ス
レッドブロック実行，スレッド実行に対応し，「少なくとも nステップ以内の実行は安全」であることを
表す．ここで安全とは (i)停止しているならばそのメモリ状態で事後条件を満たすこと， (ii) abortしな
いこと， (iii)バリア相違を起こさないことを表す．健全性の定義のために，以下の記法を用いる．

定義 1. gs = (bs, hg)，bs j = ((Ci, j, si, j)i∈Tid, hs( j)) のとき，gs.bs = bs，gs.hg = hg，gs.C(i, j) = Ci, j，
gs.s(i, j) = si, j，gs.hs( j) = hs( j)とかく．また，gs[C(i, j) := C′]で，gs.C(i, j)を C′で置き換えた Cを表
す．gs.[bs := bs′]，gs[hg := h′]，gs.[s(i, j) := s′]，gs.[hs( j) := h′s]についても同様に定義される．

バリア相違について議論するために，以下の定義を用いる．

定義 2. GridState gsがバリア相違状態にあるとは以下のように定義される．ある j ∈ Bidが存在して，
• ある i1, i2 ∈ Tidが存在して，wait(gs.C(i1, j)) = (−,−)かつ gs.C(i2, j) = skip，または
• ある i1, i2 ∈ Tidが存在して，wait(gs.C(i1, j)) = (b1,C′1)かつ wait(gs.C(i2, j)) = (b2,C′2)かつ b1 , b2

Gsafe(gs,Q)は以下のように定義される．

定義 3. Gsafen(gs,Q)を以下のように定義する．
Gsafen(gs,Q)は常に成り立つ．
Gsafen+1(gs,Q)は以下が成り立つとき，かつそのときに限って成立する．

1. ∀i ∈ Tid, j ∈ Bid. gs.C(i, j) = skip⇒ h |= Q
2. 任意の spheap hF に対して，gs.hg ⊥ hF ならば gs[hg := hg ⊎ hF] ↛G abort
3. 任意の j ∈ Bidに対して，gs.bs jはバリア相違を起こしていない
4. 任意の spheap hF に対して，gs.hg⊥hF かつ gs[hg := hg ⊎ hF]→G gs′ならばある spheap h′′が存在
して gs′.hg = h′′ ⊎ hF かつGsafen(gs′[hg := h′′],Q)

1は停止した時の状態で Qが成り立つこと，2は 1ステップ以内にアボートしないこと，3は各ブロッ
クがバリア相違を起こさないこと，4は 1ステップ進んだ先の状態で 1つ小さい Gsafe述語が成り立つ
ことを意味する．

Gsafe述語を用いると，{P} s[m]; C {Q}の意味を以下のように定義できる．

定義 4 (|= {P} s[m]; C {Q}の定義). |= {P} s[m]; C {Q}は以下が成り立つとき，かつそのときに限って成り
立つ．任意の n, sについて，

1. 任意の i ∈ Tid, j ∈ Bidについて，gs.C(i, j) = C，かつ
2. 任意の i ∈ Tid, j ∈ Bidについて，gs.s(i, j), gs.hs( j) |= [[s[m]]]，かつ
3. 任意の i ∈ Tid, j ∈ Bidについて，gs.s(i, j)(tid) = i ∧ gs.s(i, j)(bid) = j，かつ
4. 任意の i, i′ ∈ Tid, j, j′ ∈ Bidについて，v , tidかつ v , bidならば gs.s(i, j)(v) = s(v)
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5. s, gs.hg |= P
ならば任意の nに関してGsafen(gs,Q)．

1は各スレッドのコマンドが Cであること，2は各ブロックの共有メモリが共有メモリ宣言に従って
初期化されていること，3は各スレッドの変数 tid，bidが正しく初期化されていること，4は各スレッ
ドのスタックが変数 tid，bidを除いて等しく初期化されていること，5は初期状態が Pを満たすことを
表す．

Grid規則の健全性の証明のために，ブロック実行，逐次実行のための規則についての健全性を定義す
る．まずGsafe述語と同様に述語 Bsafe(ts, h,Q, Γ)，Tsafe(C, s, h,Q, BS )定義し，上と同様の方法で逐次
実行についての {P} C {Q}の意味を定義する．

定義 5 (Bsafe述語). Bsafen(ts, h,Q,Γ)を以下のように定義する．
Bsafe0(ts, h,Q, Γ)は常に成り立つ．
Bsafen+1(ts, h,Q,Γ)は以下が成り立つとき，かつそのときに限って成立する．

1. ∀i ∈ Tid. tsi.C = skipならば s, h |= Q
2. 任意の pheap hF に対して，h⊥hF ならば (ts, h ⊎ hF) ↛G abort
3. ∀i ∈ Tid.wait(tsi.C) = (bi,C′i )ならば ∀i, j ∈ Tid, Γ |= tsi.s =L ts j.sかつ bi = b j

4. 任意の pheap hF に対して，h⊥hF かつ (ts, h ⊎ hF) →g (ts′, h′)ならばある pheap h′′ が存在して
h′ = h′′ ⊎ hF かつ Bsafen(ts′, h′′,Q, Γ)

ここで Γ |= s =L s′は ∀x, Γ(x) = Lo ⇒ s(x) = s′(x)と定義される．また s, h |= Qは ∃s′, (∀i ∈ Tid, Γ |=
si =L s′) ∧ s′, h |= Qと定義される．Bsafe述語を用いると，{P} C {Q}の意味を以下のように定義できる．

定義 6. Γ |=B {P} C {Q}は以下が成り立つとき，かつそのときに限って成り立つ．任意の n，ts，hについ
て，s, h |= Pかつ ∀i, tsi.s(tid) = iかつ ∀i.tsi.C = Cならば Bsafen(ts, h,Q,Γ)が成り立つ．

定義 7 (Tsafe述語). Tsafei,n(ts, h,Q, BS )を以下のように定義する．
Tsafei,0(ts, h,Q, BS )は常に成り立つ．
Tsafei,n+1(ts, h,Q, BS )は以下が成り立つとき，かつそのときに限って成立する．

1. ts.C = skip⇒ ts.s, h |= Q
2. 任意の pheap hF に対して，h⊥hF ならば (ts, h ⊎ hF) ↛T abort
3. writes(ts) , ⊥ → ∃v, h(writes(ts)) = (1, v)
4. 任意の h⊥hF を満たす pheap hF に対して，(ts, h ⊎ hF) →T (ts′, h′)ならば，ある pheap h′′が存在
して h′ = h′′ ⊎ hF かつ Tsafei,n(ts′, h′′,Q, BS )

5. wait(ts.C) = (b,C′)ならばある pheap hP, hF が存在して以下が成り立つ．
• hP⊥hF かつ h = hP ⊎ hF かつ ts.s, hP |= BS (i, b)pre

• 任意の hQ⊥hF 及び s, hQ |= BS (i, b)post を満たす pheap hQ に対して Tsafei,n((C′, ts.s), hQ ⊎
hF ,Q, BS )

(3)で用いられる補助関数 writesはコマンドが次の 1ステップの実行で書き込み命令を実行するなら
ばその書き込みを行うアドレスを返す補助関数である．

writes((L := E, s)) =[[L]](s)

writes((C1; C2, s)) =writes(C1, s)

writes((C, s)) =⊥(その他の場合)

(5)は次に実行するコマンドがバリア同期のときのための定義である．これはバリアに到達するとき，各
スレッドがバリア仕様にしたがって適切なリソースを返却し，配分されたリソースの下で安全であるこ
とを表す．

Tsafe述語を用いると，逐次実行についての {P} C {Q}の意味は以下のように定義できる．

定義 8. BS , i |=T {P} C {Q}は以下のように定義する．任意の自然数 n，スタック s， pheap hに対して，
s, h |= Pならば Tsafei,n((C, s), h,Q, BS )
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2.3 健全性証明

本研究では GPUCSLの健全性を Coqを用いて証明した．証明は Vafeiadisの Coqによる CSLの健全
性証明 [37]を参考に行い，5500行程度になった．Vafeiadisの Coqによる証明は，GPUCSLと異なる点
が多いため，本研究では Vafeiadisの証明を再利用せずに一から形式化を行った．

Vafeiadisの体系は同期モデルに atomic命令を用いているため，我々はバリア同期に適用できるように
健全性の定義を変更した．逐次実行についての推論規則の健全性はVafeiadisの証明 [36]を応用した．ス
レッド ID独立性の健全性は独自に証明を与えた．並列実行についての健全性の証明は Vafeiadisの証明
の応用して行ったが，スレッド ID独立性の健全性を用いる点が異なる．
以下では証明の概略を示す．健全性とは以下の定理である．

定理 9 (健全性). ⊢G {P} C {Q}ならば |=G {P} C {Q}

定理 9の証明のために，以下の Block規則の健全性を示す．

補題 10 (ブロック規則の健全性). Γ ⊢B {P} C {Q}ならば Γ |=B {P} C {Q}

補題 10の証明のために，まず逐次実行のための推論規則の健全性を補題として証明する．次にスレッ
ド ID独立性の健全性 (バリア相違を起こさないこと，バリアに到達したとき及び停止したときにスレッ
ド ID独立な変数の全スレッドで値が一致すること)を証明する．最後にそれら 2つの補題を用いて並列
実行のための推論規則の健全性を証明する．
定理 9の証明は補題 10と同様にできるので，本稿では証明を省略し，以下では補題 10を示す．本節

ではバリア仕様 BS は preciseであり，∀b,⋆i∈TidBS (i, b)pre ⇒⋆i∈TidBS (i, b)postを満たすとする．

2.3.1 逐次実行についての健全性

逐次実行についての健全性は以下の補題である．

補題 11 (逐次実行についての健全性). BS , i ⊢seq {P} C {Q} ⇒ BS , i |=seq {P} C {Q}

証明は BS , i ⊢seq {P} C {Q}の導出についての帰納法を行い，その上で各規則について |=seqの定義を展
開し，Tsafe述語の添字 nについての帰納法を行う．Barrier規則以外は Vafeiadisと同様に証明できる．
ここでは Barrier規則のみを示す．以下の補題を示しておく．

補題 12. 任意の n, BS , i, s, hについて，s, h |= Pならば Tsafei,n((skip, s), h, P, BS )

証明. nについて n = 0のときは明らか．n + 1のときを考える．Tsafeの各条件を示す． (1)は s, h, |= P
より成り立つ．その他も簡単に示せる． □

補題 13 (Barrier規則についての健全性). 任意の BS , i, b, s, h, nについて s, h |= BS (i, b)preならば
Tsafei,n((barrierb, s), h, BS (i, b)post, BS )

証明. nについての帰納法による．n = 0のときは明らか．n = k+1の時を考える．Tsafeの各条件を示す．
(1) , (2) , (3) , (4)は明らか．(5)を示す．wait(barrierb) = (b, skip)．hpを hとし，hFを∀l, hF(l) = ⊥となる
pheapとする．hp⊥hF，h = hp⊎hFかつ s, hp |= BS (i, b)preは明らか．hQを hQ⊥hFかつ s, hQ |= BS (i, b)post

を満たす任意のヒープとする．hQ ⊎ hF = hQより，Tsafei,k(skip, s, hQ, BS (i, b)post, BS )を示せばよいが，
s, hQ |= BS (i, b)postと補題 7より成り立つ． □
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2.3.2 スレッド ID独立性の健全性

長さ ntの列C，s，hについて，カーネルの初期状態を表す述語 initConf(C, s, h, Γ, BS )を定義する．

定義 14. initConf(C, s, h,Γ, BS )は以下が成り立つとき，かつそのときに限って成り立つ．
• ∃Cinit τ, (∀i ∈ Tid,Ci = Cinit) ∧ Γ ⊢ Cinit : τ
• ∀i, j ∈ Tid,Γ |= si =L s j

• ⊎i∈Tid hiが定義できる
• ∀i ∈ Tid, n,Tsafei,n(Ci, si, hi,Qi, BS )

スレッド ID独立性の健全性は以下の補題である．

補題 15. initConf(C, s, h,Γ, BS )かつ (C, s,
⊎

i∈Tid hi)→∗g (C′, s′, h′)ならば以下が成り立つ．
1. (∀i ∈ Tid,C′i = skip)ならば (∀i, j ∈ Tid, Γ |= s′i =L s′j)
2. ∀i ∈ Tid,wait(C′i ) = (bi,C′′i )ならば (∀i, j ∈ Tid, bi = b j ∧ s′i =L s′j)

(1)は停止したときに型 Loを持つ変数の値が全スレッドで一致していること，(2)はバリアに到達した
ときに型 Loを持つ変数の値と到達したバリアの添字 (bi)が全スレッドで一致していることを表す．
補題 15の証明のために，まず以下の補題を示す．

補題 16 (non-interference). Γ ⊢ C : τ，s1 =L s2，h1⊥h2，(C, s1, h1) →∗p (C1, s′1, h
′
1)かつ (C, s2, h2) →∗p

(C2, s′2, h
′
2)ならば以下が成り立つ．

1. ∀i ∈ {1, 2},wait(Ci) = skip⇒ ∀i, j ∈ {1, 2}, s′i =L s′j
2. ∀i ∈ {1, 2},wait(Ci) = (bi,C′i )⇒
∀i, j ∈ {1, 2}, bi = b j ∧ s′i =L s′j

ここで→pは→tを heapから pheapへ拡張した意味論であり，以下のように定義される．

定義 17. (C, s, h)→p (C′, s′, h′)は以下が成り立つとき，かつそのときに限って成立する．
1. writes(C, s) , ⊥ ⇒ ∃v, h(writes(C, s)) = (1, v)
2. reads(C, s) , ⊥ ⇒ ∃v, p, h(reads(C, s)) = (p, v)
3. ある h⊥hF かつ hdef(h ⊎ hF)を満たす pheap hF が存在して，(C, s, h ⊎ hF)→t (C′, s′, h′ ⊎ hF)

readsはコマンドが次の 1ステップの実行で読み込み命令を実行するならばその読み込みを行うアド
レスを返す補助関数である．

reads(x := [E], s) = s(E)

reads(C1; C2, s) = reads(C1, s)

reads(C, s) = ⊥(その他の場合)

補題 16の証明は省略する．
補題 16をカーネル全体の意味論に適用するために，以下の補題を示す．

補題 18. initConf(C, s, h,Γ, BS )かつ (C, s,
⊎

i∈Tid hi)→∗g (C′, s′, h′)ならばあるC′′, s′′, h′′が存在して，
initConf(C′′, s′′, h′′,Γ, BS )かつ ∀i ∈ Tid, (C′′i , s

′′
i , h

′′
i )→∗p (C′i , s

′
i , h
′
i)

証明. 証明→∗gに関する帰納法による． □

補題 16と補題 18を用いると，補題 15は以下のように示せる．

証明. 仮定に補題 18 を適用すると， ある C′′, s′′, h′′ が存在して，initConf(C′′, s′′, h′′,Γ, BS ) かつ ∀i ∈
Tid, (C′′i , s

′′
i , h

′′
i ) →∗p (C′i , s

′
i , h
′
i)が成り立つ．ここで Cinit を ∀i ∈ Tid,C′′i = C′init をみたすコマンドとする．

任意の i, jに対して補題 16を (Cinit, s′′i , h
′′
i ) →∗p (C′i , s

′
i , hi)と (Cinit, s′′j , h

′′
j ) →∗p (C′j, s

′
j, h
′
j)に適用すると結

論が得られる． □
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2.3.3 並列実行に関するCSLの健全性

補題 11と補題 15を用いて定理 9を証明する．まず以下の補題を示す．

補題 19. 以下が成り立つとする．
(a) h =

⊎
i∈Tid hi

(b) ∀i ∈ Tid,Tsafei,n(C, si, hi,Qi, BS )
(c) initConf(Cinit, sinit, hinit, Γ, BS )
(d) (Cinit, sinit, hinit)→∗g (C, s, h)
(e) ⋆i∈TidQi ⇒ Q
このときGsafen(C, s, h,Q,Γ)

証明. nに関する帰納法で証明する．n = 0のときは明らか．n = n′ + 1のときを考える．Gsafekの各条
件を証明する．

1. ∀i ∈ Tid,Ci = skipとする．このとき (b)より ∀i ∈ Tid, si, hi |= Qi．(c)及び (d)に補題 15を適用する
と ∀i, j ∈ Tid, si =L s j．よって s, h |=⋆i∈TidQi．(e)より s, h |= Q

2. 任意の i′について，h′ = (
⊎

i∈Tid∧i,i′ hi)⊎ hF とする．(b)の i = i′の場合の (2)を hF = h′として適用
すると，hi ⊎ h′ = h⊎ hF より (Ci, si, h⊎ hF) ↛t abort．i′は任意だったので (C, s, h⊎ hF) ↛g abort．

3. (1)の場合と同様に補題 15を適用すればよい．
4. (C, s, h⊎ hF)→g (C′, s′, h′)として，これを導く規則について場合分けを行う． (G-Step)のとき 1ス
テップ進めるスレッドの IDを kとし，(Ck, sk, h⊎hF)→t (C′k, s

′
k, h
′)とする．このとき k以外の iにつ

いてはC′i = Ci, s′i = si．h′F = (
⊎

i∈Tid,i,k hi)⊎hFとするとh⊎hF = hk⊎h′F．ここで (b)の i := kの場合の
(4)をもちいると，ある h′′k が存在して，h′ = h′′k ⊎h′FかつTsafek,n′(C′k, s

′
k, h
′′
k ,Qk)．また，k以外の iに

対して，h′′i = hiとすると (b)よりTsafei,n′(C′i , s
′
i , h
′′
i ,Qi)．よって∀i ∈ Tid,Tsafei,n′(C′i , s

′
i , h
′′
i ,Qi)．こ

こで h′′ =
⊎

i∈Tid h′′i とすると h′ = h′′⊎hFであり，帰納法の仮定を適用するとGsafen′(C′, s′, h′′,Q, Γ)
が示せる． (G-Barrier)の場合は省略するが，同様に示せる．

□

補題 19を用いて定理 9を証明する．

証明. 仮定 Γ, BS ⊢par {P} C {Q}より以下が成り立つ．
1. P⇒⋆i∈TidPi

2. ⋆iQi ⇒ Q
3. ∀i ∈ tid, BS , i |= {Pi} Ci {Qi}
4. Γ ⊢ C : τ
5. ∀b, ⋆i∈TidBS (i, b)pre ⇒⋆i∈TidBS (i, b)post

このとき，任意の s と h について ∀i ∈ Tid, si(tid) = i，∀i, j ∈ Tid, si =L s j かつ s, h |= P ならば
∀n,Gsafen(C, s, h,Q,Γ)を示す． (1)より ∃h, h = ⊎ihiかつ ∀i, si, hi |= Pi．これと (3)より
∀i, n,Tsafei,n(Ci, si, hi,Qi, BS )．また明らかに (C, s, h)→∗g (C, s, h)．ここで補題 19を適用すれば結論が導
ける． □

2.4 BlomのCSLとの違い
ここでは Blomらの研究と本研究をまず CSLの導出規則に関して，次に証明方針について比較する．

2.4.1 推論規則の違い

Blomらの CSLと GPUCSLの違いとして， (i)言明の形式と (ii) Frame規則の有無が挙げられる．
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{R ⋆ LPerm(e1, rw), P[L[e1] := e2]}wrloc(e1, e2){R ⋆ LPerm(e1, rw), P}
(Write)

図 2.16: Blomらの CSLのWrite規則

(i) Blomらの推論規則は Coq上での健全性証明に適さない．Blomらの CSLの言明はリソースに関す
る言明と仕様に関する言明からなる．Blomらの CSLの仕様は {Rpre, Ppre} C {Rpost, Ppost}である．Rpre，
Rpostはリソースに関する言明であり，Ppre，Ppostは仕様に関する言明である．
図 2.16がBlomらのCSLのWrite規則である．リソースに関する言明に現れるLPerm(e, rw)はGPUCSL

の ∃e′, e 7→1 e′ と等しい．仕様に関する言明に現れる L[e1]はアドレス e1 の指す値を表す．Blomらの
CSLの証明規則は，仕様に関する言明が言及する全てのメモリアドレスが，リソースに関する言明で言
及されていることを前提として要求する．この条件は比較的複雑であるため，Coqでの健全性証明を複
雑にさせると考えられる．

(ii) BlomらのCSLには Frame規則が無いが，GPUCSLは標準的なCSLに近い設計を目標としたので，
Frame規則を持つ．関数の仕様をモジュラーに記述するには Frame規則が必要になるが，後述するよう
に Frame規則で拡張した CSLに Blomらの健全性の証明を単純に適用することはできない．

2.4.2 健全性証明の問題点

Blomらの健全性証明に (i) Frame規則の追加が難しい， (ii)スレッド ID独立性のために必要な前提が
欠けていることを明らかにした．

(i) Blomらの健全性証明は以下の補題 20に依存している．1

補題 20. Γ ⊢B {P} C {Q}，s, h |= P， (C, s, h) →∗g (C′, s′, h′) かつ ∀i ∈ Tid,wait(C′i ) = (b,C′′i ) ならば
s′, h′ |=⋆i∈TidBS (i, b)pre

この補題は，{P} C {Q}であるカーネルCがバリアに到達したとき，到達したときのメモリ状態がバリ
ア仕様の事前条件を満たすことを意味する．しかしこの補題は Frame規則を持つCSLでは一般に成り立
たない．以下のカーネルCを考える．

1 Gl arr[tid] = tid;
2 barrier0;
3 Gl arr[tid] = tid;

GPUCSLでは，以下の言明のもとで Γ ⊢B {P} C {Q}が導出できる．
• P :=⋆i∈Tid(∃v,Gl arr[i] 7→ v)
• Q :=⋆i∈Tid(Gl arr[i] 7→ i)
• Pi := ∃v,Gl arr[i] 7→ v
• Qi := Gl arr[i] 7→ i
• ∀i, BS (i, 0) := emp

任意の iについて，BS, i ⊢T {Pi ∧ tid = i} C {Qi}は以下のように示せる．
1 {∃v, Gl arr[i] 7→ v ∧ tid = i} ⇒
2 {Gl arr[i] 7→ v ∧ tid = i}
3 Gl arr[tid] = tid;
4 {Gl arr[i] 7→ tid ∧ tid = i} ⇒
5 {emp ⋆ (Gl arr[i] 7→ tid ∧ tid = i)}
6 barrier0;
7 {emp ⋆ (Gl arr[i] 7→ tid ∧ tid = i)} ⇒
8 {Gl arr[i] 7→ tid ∧ tid = i}
9 Gl arr[tid] = tid;

1補題 20 は文献 [10] の以下の文に対応する．“Since the barrier resources properly divide the group resources, the resources
required by the second part of the trace are available.”
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10 {Gl arr[i] 7→ tid ∧ tid = i} ⇒
11 {a + i 7→ i}

6行目の導出で Frame規則を用いていることに注意せよ．ここでバリアに到達した時のカーネルのヒー
プ hは ∀i ∈ Tid, h(i) = iなので明らかに s, h |= ⋆i∈Tidemp (= emp)を満たさない．以上の議論から Blom
らの CSLの証明は Frame規則を持つ GPUCSLの証明には適さないことが分かる．

(ii)我々は補題 15でスレッド ID独立なカーネルがバリア相違を起こさないことを証明した．補題 15
では Blomらが言及していない条件 initConf(C, s, h, Γ,BS)，特に ∀i ∈ Tid, n,Tsafei,n(Ci, si, hi,Qi, BS )を仮
定しているが，これはカーネルが競合状態を起こさないことを意味し，この条件は外すことができない．
なぜなら以下のようにスレッド ID独立ではあるが，競合状態が発生するカーネルで，バリア相違を起こ
す反例が存在するからである．

1 x := Gl a;
2 Gl a := tid;
3 if (x == 0) {
4 barrier0;
5 }

このカーネル Cは Γ(a) = Lo ∧ Γ(x) = Loとなる Γのもとで Γ ⊢ C : Loが導出できるが，3行目の条件式
の評価結果はスケジューリングによって異なるので，このカーネルはバリア相違を起こすことがある．

2.5 応用例

GPUCSLの検証例として図 2.2の stencilカーネルの検証を示す．stencilカーネルの仕様を以下の
ように与える．2．

∀ f . ⊢G{array(Gl arr, ntnb, f ) ⋆ array(Gl out, ntnb,−)}
stencil

{array(Gl arr, ntnb, f ) ⋆ array(Gl out, ntnb, λk. f ′(k − 1) + f ′(k) + f ′(k + 1))}

ここで f ′(k) B if k < 0 ∨ ntnb ≤ k then 0 else f (k)とする．スレッド i, jの事前条件，事後条件及び 0番目
のバリア同期命令のバリア仕様をそれぞれ Pi, j，Qi, j，BS (i, j)として，以下のように定義する．

Pi, j B array1/(ntnb)(Gl arr, ntnb, f ) ⋆ (Gl out[i + jnt] 7→1 −) ⋆

(Sh smem[i + 1] 7→1 −)⋆

(if i = 0 then Sh smem[0] 7→1 − else emp)⋆

(if i = nt − 1 then Sh smem[nt + 1] 7→1 − else emp)

Qi, j B array1/(ntnb)(Gl arr, ntnb, f ) ⋆Gl out[i + jnt] 7→1 f ′(i + jnt − 1) + f ′(i + jnt) + f ′(i + jnt + 1)⋆

array1/(ntnb)(Sh smem, nt + 2, λk. f ′(k + jnt − 1))

BS(i, j)pre B(Sh smem[i + 1] 7→1 f ′(i + jnt))⋆

(if i = 0 then Sh smem[0] 7→1 f ′( jnt − 1) else emp)⋆

(if i = nt − 1 then Sh smem[nt + 1] 7→1 f ′(( j + 1)nt) else emp)

BS(i, j)post Barray1/(ntnb)(Sh smem, nt + 2, λk. f ′(k + jnt − 1))

P′i, j，Q′i, jをそれぞれ Pi, j，Qi, jの · · · で囲われた式とする．つまり P′i, j，Q′i, jはそれぞれ Pi, j，Qi, jのうち，
共有メモリに言及しない言明である．ブロック jの事前条件 P j，事後条件 Q j を⋆i∈Tid P′i, j，⋆i∈Tid Q′i, j
とする．stencilが仕様を満たすことを証明するには，以下を示せば良い．

2事後条件 {array(Gl arr, ntnb, f )⋆. . . }に出現するプログラム変数 arrなどは実際の証明では ∀ f , lin, lout. ⊢G {arr = lin∧out =
lout ∧ . . .}{. . .}{. . .}のように束縛された変数を用いて書かれた条件 {array(Gl larr, ntnb, f ) ⋆ . . .}の略記である．
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• P⇒ ⋆ j∈Bid P j (Grid規則の 1行目)
• ⋆ j∈Bid Q j ⇒ Q (Grid規則の 3行目)
• ∀ j.P j ⋆ array(Sh smem, nb + 2,−)⇒ ⋆i∈Tid Pi, j (Block規則の 1行目)
• ∀i j.BS, i ⊢T {tid = i ∧ bid = j ∧ Pi, j}stencil{Qi, j} (Block規則の 2行目)
• ∀ j.⋆i∈Tid Qi, j ⇒ Q j ⋆ array(Sh smem, nb + 2,−) (Block規則の 3行目)
• ∀ j.⋆i∈Tid BSpre(i, j)⇒ ⋆i∈Tid BSpost(i, j) (Block規則の 4行目)

これらの条件は容易に示すことができる．
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第3章 GPGPUカーネル検証のためのライブラリ:
GPUVeLib

本節では GPGPUプログラム検証を行うための Coqライブラリ GPUVeLibを提案する．
2節で与えたGPUCSLの健全性証明の際に作成した Coq上での形式化を用いればGPGPUカーネルの

正しさを Coq上で検証できる．しかし，GPUCSLの規則を直接適用するスタイルの証明には証明スクリ
プトが冗長になる問題がある．例えば，以下の 3つ組を考える (事後条件は重要ではないので省略して
いる)．

1 {(ix = x ∗ n + tid) ∧ array1/n(in, 0, ix, f ) ⋆ Gl in[ix] 7→ f (i) ⋆ . . .}
2 t := Gl in[ix]
3 {. . .}

この 3つ組を証明するには (i)事前条件のGl in[ix] 7→ f (i)が分離積の最も左に出現するように変形し，
(ii) Frame規則を適用してそれ以外の言明を無視してから，(iii) Read規則を適用する必要がある．この
ような事前条件の書き換えや明示的な Frame規則の適用は証明スクリプトを煩雑にしてしまう．
本研究ではそのような冗長な証明スクリプトを避けるために，証明を支援するタクティックライブラ

リGPUVeLibを設計，実装した．GPUVeLibは Coqのタクティック作成のための言語 Ltacを用いて実装
した．タクティックの設計は Caoら [12]や Chlipala [14]による逐次プログラム検証のための分離論理に
よる検証ライブラリを参考にした．これらの検証ライブラリはほぼ全ての証明義務を自動的に証明する
ことを目標に設計されているが，本研究では簡単な証明義務のみを自動的に証明するように設計した．
そのような設計を行った理由として，これらの全ての証明義務を解くライブラリの実装は容易ではなく，
また本研究で対象とするコードテンプレートは比較的小規模であるため，自動化がそれほど重要ではな
い点が挙げられる．また，GPUVeLibは自動検証タクティックによって証明できない部分の証明を補助
するためのタクティックももつ．
本研究では，GPUVeLibの有用性を確認するためにいくつかの GPGPUカーネルコードに対して検証

を行った．検証を行ったGPGPUカーネルはGPUDSLで用いられるコードテンプレートをメタ言語コー
ドを含まないように単純化したものである．検証を行ったカーネルは以下の 3つである．
• 入力配列の全要素に 1を足した新しい配列を求めるカーネル (mapカーネル)
• 入力配列の全て要素の和を並列に求めるカーネル (reduceカーネル)
• 入力配列の接頭辞和列を並列に求めるカーネル (prescanカーネル)

Reduceカーネルや prescanカーネルはバリア同期を用いて複雑なリソース交換を行うが，GPUVeLibを
用いることでそれらのカーネルに対しても検証を行うことができた．
本章は以下のような構成から成る．まず 3.1節でタクティックによる証明の概略を示す．3.2.1節では

GPUVeLibの設計を示す．3.4節ではいくつかのGPGPUカーネルについてGPUVeLibを用いて検証した
結果を示す．

3.1 CoqとLtac言語
本節では Coqによる証明の概略を示す．
Coqは対話的な証明環境であり，ユーザは現在示すべき目標と現在使うことが可能な仮定を見ながら

証明を進めていく．証明はタクティックという証明記述のための命令群を用いて行う．タクティックの中
には現在の仮定やすでに証明された補題を仮定，ゴールに適用する applyタクティックや，証明された
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1 n : nat
2 m : nat
3 H : m = 0
4 ========================
5 n = n + m

初期状態

1 n : nat
2 m : nat
3 H : m = 0
4 ========================
5 n = n + 0

rewrite Hの実行後

図 3.1: Coqによる証明例

タクティック 目的

hoare forward BS, i ⊢T {P} C1; C2 {Q}に対して，C1で必要になる言明を Pから探し，適切な導
出規則を適用して BS, i ⊢T {P′} C2 {Q}に変形する

sep cancel s, h |= P⇒ Qにおいて Pと Qの両方に共通して現れる言明を削除する
sep rewrite p⇔ qを用いて BS, i ⊢T {P} C {Q}中に出現する pを qに置き換える

表 3.1: GPUVeLibの概要

等式 x = yで仮定，ゴール中の xを yに置き換えるタクティック rewriteタクティックなどがある．図
3.1に Coqによる証明例を示す．ここでは簡単な定理 ∀n,m.m = 0⇒ n = n + mの証明を示す．二重線の
上が現在の仮定群，下が現在のゴールを示している．仮定は現在自然数の変数 n，m及び仮定 m = 0が使
えることを示している．図 3.1左の初期状態に対して rewrite Hを実行すると，現在のゴールに出現す
る mが 0に置き換わる．最後に定理 plus n O : ∀n, n + 0 = nに applyタクティックを適用し実行すると
証明が完了する．
その他のタクティックとして，Coqは整数の等式，不等式を自動証明する omega，ring，niaタクティッ

クをもつ．

3.2 GPUVeLib
GPUVeLibはCoqのタクティックライブラリであり，ユーザ定義タクティックを作成するための言語Ltac

を用いて実装した．表 3.1はタクティックの概略である．GPUVeLibは主に自動証明のためのタクティック
hoare forward，sep cancel，および手動証明を補助するタクティック sep rewriteを持つ．hoare forward
は現在の事前条件を利用してプログラムを 1ステップ記号実行するタクティックである．sep cancelは
ゴール s, h |= P⇒ Qを自動証明するためのタクティックであり，Pと Qの両方に出現する言明を削除す
ることでゴールを単純化する．sep rewriteは p⇔ qが成り立つときに 3つ組中に出現する言明 pを qに
置き換えるためのタクティックである．これは arrayや sarrayに対して，具体的な言明 L 7→ Eを取り出
すときに用いる．

3.2.1 自動証明タクティック

自動検証のためのタクティック (sep cancel，hoare forward) について説明する．sep cancel は含意
s, h |= P⇒ Qに対して，Pと Q両方に出現する言明を消去することで含意を単純化するタクティックで
ある．hoare forwardはゴール BS , i ⊢seq {P} C {Q}に対して，Pの下でC を 1ステップ記号実行して新し
いゴールに変形するタクティックである．GPUVeLibを利用するユーザは，ゴール BS , i ⊢seq {P} C {Q}に
対して，hoare forwardを繰り返し適用し，最後に出てきた含意 s, h |= P′ ⇒ Q′に対して sep cancelを
繰り返し適用することで，証明を完了させることができる．hoare forwardと sep cancelの簡単な動作
例を図 3.2と図 3.3に示す．
図 3.2の左に hoare forwardタクティックの適用前の状態を，右に適用後の状態を示した．hoare forward

の適用前の 3つ組において，次に実行するコマンドが T := [Gl X]である．hoare forwardは次に実行する
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1 ntrd : nat
2 tid : Fin.t ntrd
3 tx : val
4 ty : val
5 ============================
6 BS , tid ⊢seq

7 {Gl Y 7→ ty ⋆ Gl X 7→ tx }
8 T := [Gl X];
9 U := [Gl Y];

10 [Gl X] := U;
11 [Gl Y] := T ;
12 {Gl X 7→ tx ⋆ Gl Y 7→ ty}

hoare forward適用前

1 ntrd : nat
2 tid : Fin.t ntrd
3 tx : val
4 ty : val
5 ============================
6 BS , tid ⊢seq
7 {Gl X 7→ tx⋆!(T == tx) ⋆ Gl Y 7→ ty}
8 U := [Gl Y];
9 [Gl X] := U;

10 [Gl Y] := T ;
11 {Gl X 7→ tx ⋆ Gl Y 7→ ty}
12

hoare forward適用後

図 3.2: hoare forwardの実行例

1 s : stack
2 h : pheap
3 HP : s |= (U == ty)
4 HP0 : s |= (T == tx)
5 H : s, h |= Gl Y 7→ T ⋆ Gl X 7→ U
6 ============================

7 s, h |= Gl 7→ ty ⋆ Gl Y 7→ tx

sep cancel適用前

1 s : stack
2 h : pheap
3 HP : s |= (U == ty)
4 HP0 : s |= (T == tx)
5 H : s, h |= Gl Y 7→ T
6 ============================
7 s, h |= Gl Y 7→ tx

sep cancel適用後

図 3.3: sep cancelの実行例

コマンドが必要とするリソースを調べ，それが事前条件に含まれるか検査する．例の場合は T := [Gl X]
はGl Xにアクセスするため，Gl X 7→?という形の言明を事前条件から探す．次にそのリソースを表す
言明が最も左に現れるように事前条件を変形した上で Frame規則を適用することで次のコマンドの実行
に関係がない言明を無視し，対応する規則を適用する．例の場合はGl X 7→ txを事前条件の左に移動し，
Frame規則を適用することでGl Y 7→ tyを無視し，Read規則を適用する．Frame規則やRead規則は前提
に変数に関する副条件が存在するが，それらの条件も自動的に証明する．
図 3.3の左に sep cancelタクティックの適用前の状態を，右に適用後の状態を示した．sep cancelタ

クティックは結論 s, h |= Q1 ⋆ Q2 ⋆ · · · ⋆ Qnに対して，s, h |= P1 ⋆ P2 ⋆ . . . Pmという形の仮定を文脈から
探す．次に s, h |= Pi ⇒ Q1が導けるような 1 ≤ i ≤ mを探し，ゴールと仮定からそれぞれ Q1，Piを削除
して単純化する．例の場合は Q1 = Gl X 7→ tyであり，仮定 HPより s, h |= Gl X 7→ U ⇒ Gl 7→ tyである
ため，仮定 Hと結論からそれぞれGl X 7→ UとGl X 7→ tyを削除する．

3.3 手動証明を補助するタクティック

本節では sep rewriteタクティックについて説明する．
sep rewriteタクティックは関係 P ⇔ Qを用いて，現在の文脈に出現する Pを Qに置き換えるための

タクティックである．2節で示した array forwardや sarray forwardなどの補題に sep rewriteを適用する
ことで，事前条件の arrayや sarrayから次のコマンドの実行に必要な言明を取り出すことができる．図
3.4に sep rewriteタクティックの実行例を示した．sep rewriteの実行前は事前条件に array(Gl arr, l, f )
があるが，Gl arr[i] 7→ −という形の言明がないため，hoare forwardタクティックは適用できない．そ
こで sep rewriteタクティックを補題 array forwardとアクセスする添字 iに適用し実行することで，事前
条件から次のコマンドの実行に必要な言明を取り出すことができる．
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1 H : i < l
2 ============================
3 BS , tid ⊢seq
4 {array(Gl arr, l, f ) ⋆ . . .}
5 X := Gl arr[i]; C
6 {. . .}

sep rewrite適用前

1 H : i < l
2 ============================
3 BS , tid ⊢seq
4 {array(Gl arr, i, f ) ⋆ Gl arr[i] 7→ f (i)⋆
5 array(Gl arr, i + 1, l − i − 1, f ) ⋆ . . .}
6 X := Gl arr[i]; C
7 {. . .}

sep rewrite適用後

図 3.4: sep rewrite array forwardの実行例

3.4 事例研究

これらのカーネルの検証の概略を表 3.2に示す．各カーネルに関して，左の列から順にカーネル名，

カーネル名 カーネルの行数 ループ不変式，バリア仕様の行数 証明の行数

mapカーネル 5行 9行 230行程度
reduceカーネル 10行 55行 900行程度
prescanカーネル 23行 88行 1200行程度

表 3.2: カーネル検証の概略

カーネルの行数，証明に必要になったループ不変式，バリア仕様の行数，証明スクリプトの行数を表す．
本研究では，GPUVeLibの有用性を確認するためにいくつかの GPGPUカーネルコードに対して検証

を行った．検証を行ったGPGPUカーネルはGPUDSLで用いられるコードテンプレートをメタ言語コー
ドを含まないように単純化したものである．検証を行ったカーネルは以下の 3つである．
• 入力配列の全要素に 1を足した新しい配列を求めるカーネル (mapカーネル)
• 入力配列の全て要素の和を求めるカーネル (reduceカーネル)
• 入力配列の接頭辞和列を求めるカーネル (prescanカーネル)

ここで列 a0, a1, . . . , ai, . . . , an−1の接頭辞和列とは 0, a0, a0 + a1, . . . ,
∑i−1

j=0 a j, . . . ,
∑n−2

j=0 a jのことである．以
下では各カーネルの検証の概略を示す．

3.4.1 事例研究 1: mapカーネル

mapカーネルは以下のカーネルである．

1 map() {
2 ix := gid;
3 while (i < len) {
4 tmp := Gl in[ix];
5 Gl out[ix] := tmp + 1;
6 ix := ix + ntnb;
7 }
8 }

in，out，lenはそれぞれ入力配列，出力配列，配列の長さを表す変数である．mapカーネルは入力配列
と出力配列の長さが等しいことを要求する．mapカーネル中の各スレッドは配列 inの ntnb で割った剰
余が gidと一致する位置の要素に対して，その値に 1を足して配列 outの i番目に書き込む．mapカー
ネルの仕様を以下のように与える．

∀l f . ⊢G{len = l ∧ array(Gl in, l, f ) ⋆ array(Gl out, l,−)}
map
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{array(Gl in, l, f ) ⋆ array(Gl out, l, λx. f (x) + 1)}

mapカーネルの各スレッド i, jの事前条件，事後条件 Pi, j，Qi, jを以下のように定める．

Pi, j :=len = l ∧ array1/(ntnb)(Gl in, l, f ) ⋆ sarray(Gl out, 0, l,−, ntnb, i + nt j)

Qi, j :=array1/(ntnb)(Gl in, l, f ) ⋆ sarray(Gl out, 0, l, λx. f (x) + 1, ntnb, i + nt j)

各スレッドは，ntnb毎に離れた配列要素にアクセスを行うため，リソースの条件には述語sarray(L, s, l, f , d, i)
を用いる．
スレッドブロック，スレッドグリッド実行の検証における，事前条件，事後条件の集約については

array distribute，sarray distributeを用いることで示すことができる．ここでは BS, i ⊢T {tid = i ∧ bid =
j ∧ Pi, j} map {Qi, j}を示す．これは以下のループ不変式のもとで証明できる．

∃x.len = l ∧ ix = xntnb + i + nt j ∧ array1/(ntnb)(Gl in, l, f )⋆

sarray(Gl out, 0, l, λk.if k < xntnb + i + nt j then f (k) + 1 else −, ntnb, i + nt j)

上のループ不変式を ∃x.I(x)，mapカーネルのループの中をCbodyとおくと，以下を示せばよい．
1. Pi, j ∧ ix = i + jnt ⇒ I(0)
2. {I(x) ∧ (ix < len)} Cbody {I(x + 1)}
3. (∃x.I(x)) ∧ (ix ≥ len)⇒ Qi

1，3は sarray eqを用いることで示せる．2は 4行目，5行目の配列読み込み，書き込みに対してそれぞ
れ array forward，sarray forwardを用いて Read，Write規則の事前条件の言明を取り出し，Cbodyの実行
後の状態が I(x + 1)を導くことを示すために sarray eqを用いればよい．
以下に 2の証明の概略を示す．ix(x) := xntnb + i + nt jであり，1つ前の言明から変化した部分を青色

で示している．
1 {ix = ix(x) ∧ ix(x) < l ∧ array1/(ntnb)(Gl in, l, f )⋆

sarray(Gl out, 0, l, λk.if k < ix(x) then f (k) + 1 else −, ntnb, i + nt j)} ⇒
2 {ix = ix(x) ∧ ix(x) < l ∧ array1/(ntnb)(Gl in, ix(x), f ) ⋆ Gl in[ix(x)] 7→1/(ntnb) f (ix(x)) ⋆

array1/(ntnb)(Gl in, ix(x) + 1, l − ix(x) − 1, f ) ⋆
sarray(Gl out, 0, l, λk.if k < ix(x) then f (k) + 1 else −, ntnb, i + nt j)}

3 tmp := Gl in[ix];

4 {ix = ix(x) ∧ ix(x) < l ∧ tmp = f (ix(x)) ∧ array1/(ntnb)(Gl in, ix(x), f ) ⋆ Gl in[ix(x)] 7→1/(ntnb) f (ix(x)) ⋆
array1/(ntnb)(Gl in, ix(x) + 1, l − ix(x) − 1, f ) ⋆
sarray(Gl out, 0, l, λk.if k < ix(x) then f (k) + 1 else −, ntnb, i + nt j)} ⇒

5 {ix = ix(x) ∧ ix(x) < l ∧ tmp = f (ix(x)) ∧ array1/(ntnb)(Gl in, ix(x), f ) ⋆ Gl in[ix(x)] 7→1/(ntnb) f (ix(x)) ⋆
array1/(ntnb)(Gl in, ix(x) + 1, l − ix(x) − 1, f ) ⋆
sarray(Gl out, 0, ix(x), λk.if k < ix(x) then f (k) + 1 else −, ntnb, i + nt j) ⋆
Gl out[ix(x)] 7→ − ⋆
sarray(Gl out, ix(x) + 1, l − ix(x) − 1, λk.if k < ix(x) then f (k) + 1 else −, ntnb, i + nt j)}

6 Gl out[ix] := tmp + 1;

7 {ix = ix(x) ∧ tmp = f (ix(x)) ∧ array1/(ntnb)(Gl in, ix(x), f ) ⋆ Gl in[ix(x)] 7→1/(ntnb) f (ix(x)) ⋆
array1/(ntnb)(Gl in, ix(x) + 1, l − ix(x) − 1, f ) ⋆
sarray(Gl out, 0, ix(x), λk.if k < ix(x) then f (k) + 1 else −, ntnb, i + nt j) ⋆
Gl out[ix(x)] 7→ f (ix(x)) ⋆
sarray(Gl out, ix(x) + 1, l − ix(x) − 1, λk.if k < ix(x) then f (k) + 1 else −, ntnb, i + nt j)}

8 ix := ix + ntnb;

9 {ix = ix(x + 1) ∧ tmp = f (ix(x)) ∧ array1/(ntnb)(Gl in, ix(x), f ) ⋆ Gl in[ix(x)] 7→1/(ntnb) f (ix(x)) ⋆
array1/(ntnb)(Gl in, ix(x) + 1, l − ix(x) − 1, f ) ⋆
sarray(Gl out, 0, ix(x), λk.if k < ix(x) then f (k) + 1 else −, ntnb, i + nt j) ⋆
Gl out[ix(x)] 7→ f (ix(x)) ⋆
sarray(Gl out, ix(x) + 1, l − ix(x) − 1, λk.if k < ix(x) then f (k) + 1 else −, ntnb, i + nt j)} ⇒

10 {I(x + 1)}

1行目から 2行目の導出は sep rewriteを array forwardに適用することで， 4行目から 5行目の導出は
sarray forwardに適用することでそれぞれ示せる．9行目から 10行目の導出は結論に対して sep rewrite
タクティックを用いて array forward，sarray forwardで書き換えを行い，sep cancelタクティックを繰り
返し用いることで証明できる．それ以外は hoare forwardタクティックを用いることで示せる．
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3.4.2 事例研究 2: reduceカーネルの検証

Reduceカーネルは並列畳み込みアルゴリズムの CUDA向け実装 [19]を参考に実装した．Reduceカー
ネルは以下のカーネルである．

1 smem[nt]; // shared memoryの確保
2 t1 := Gl in[gid];
3 ix := gid + ntnb;
4 while (ix < len) {
5 t2 := in[ix]; t1 := t1 + t2;
6 ix := ix + ntnb;
7 }
8 Sh smem[tid] := t1;
9 barrier0;

10 st := nt / 2;
11 while (0 < st) {
12 if (tid < st) {
13 t1 := Sh smem[tid]; t2 := Sh smem[tid + st] Sh smem[tid] := t1 + t2;
14 }
15 st := st / 2;
16 barrier1;
17 }
18 if (tid == 0) {
19 t := Sh smem[0]; Gl out[bid] := t;
20 }

Reduceカーネルは長さ lの配列 inの要素の総和 sinと同じ総和をもつ長さ nbの配列 outを計算するカー
ネルである．事前条件として，l ≥ ntnbかつ ntが 2の冪であることを要求する．Reduceカーネルはまず
2行目から 8行目でスレッド i, jが k mod ntnb = i + jntになる位置 kについての和を求め，共有メモリの
自分のスレッド IDの位置に結果を書き込む．その後バリア同期をとり，10行目から 17行目でブロック
内で共有メモリ上の値の和を求める．最後にブロック内の和を配列 outの自分のブロック IDの位置に
結果を書き込む．

Reduceカーネルの仕様は以下のようになる．

∀l, f , e. ntnb ≤ l ∧ nt = 2e ⇒⊢G{len = l ∧ array(in, l, f ) ⋆ array(out, nb,−)}
reduce∃ f ′.

nb−1∑
k=0

f ′(k) =
l−1∑
k=0

f (k) ∧ array(in, l, f ) ⋆ array(out, nb, f ′)


e = 0のときは容易に証明できる．以下 e > 0とする． f ′(i, j)を k mod ntnb = i + jntとなるような kに関
する f (k)の和，つまり

f ′(i, j) :=
l−1∑

k=0,k mod ntnb=i+ jnt

f (k)

とする．このとき
∑

j∈Bid
∑

i∈Tid f ′(i, j) =
∑l−1

i=0 f (i)が成り立つ．スレッド i, jの事前条件 Pi, j，事後条件Qi, j

を以下のように定める．

Pi, j :=len = l ∧ array1/ntnb(Gl in, l, f ) ⋆ (if i = 0 then Gl out[ j] 7→ − else emp) ⋆ Sh smem[i] 7→ −

Qi, j :=array1/ntnb(Gl in, l, f ) ⋆

if i = 0 then Gl out[ j] 7→
∑
i∈Tid

f ′(i, j) else emp

 ⋆ Sh smem[i] 7→ −

以下ではスレッド i, jの実行の検証とバリア仕様に関する条件の証明のみを示す．スレッドブロック，ス
レッドのリソースの集約に関する条件は容易に示せる．1つ目のループのループ不変式を以下のように
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定める (ループ中でアクセスしないリソースに関する言明は Frame規則を用いて無視する)．

I0 := ∃x.len = l ∧ ix = xntnb + i + jnt ∧ t1 =
min(ix(x),l)−1∑

k=0,k mod ntnb=i+ jnt

f (k) ∧ array1/ntnb
(Gl in, l, f )

上のループ不変式を用いると，8行目の直後で以下の言明が成り立つことが示せる．

t1 = f ′(i, j) ∧ array1/ntnb
(Gl in, l, f ) ⋆ (if i = 0 then Gl arr[ j] 7→ − else emp) ⋆ Sh smem[i] 7→ f ′(i, j)

f ′′(s, i, j)を以下のように定める．

f ′′(s, i, j) :=
nt−1∑

k=0,k mod s=i

f ′(k, j)

2つ目のループのループ不変式を以下のように定める．

I1 :=∃es.len = l ∧ st = ⌊2es−1⌋ ∧ 2es ≤ nt∧
(if i < ⌈2es−1⌉ then Sh smem[i] 7→ f ′′(2es , i, j)⋆

Sh smem[i + ⌈2es−1⌉] 7→ f ′′(2es , i + ⌈2es−1⌉, j) else emp)⋆

if i = 0 then array(Sh smem, 2 · ⌈2es−1⌉, nt − 2 · ⌈2es−1⌉,−) else emp

ここでも 1つ目のループと同様にアクセスされないリソースは Frame規則を用いて無視する．⌊x⌋，⌈x⌉は
それぞれ x以下の最大の整数、x以上の最小の整数を表す．ここで array(Sh smem, 2 ·⌈2es−1⌉, l−2 ·⌈2es−1⌉,−)
はループ本体中でアクセスされない smemの位置に関する言明であり，スレッド 0に保持させている．ま
た 2−1 = 1/2であり，⌊2−1⌋ = 0，⌈2−1⌉ = 1であることに注意されたい．st > 0ならば es > 0であるため，
⌈2es−1⌉ = ⌊2es−1⌋ = 2es−1と一致する．
各バリア bのバリア仕様 BS(b, i)を以下のように定める．

BS(0, i)pre :=Sh smem[i] 7→ f ′(i, j)

BS(0, i)post :=if i < 2e−1 then Sh smem[i] 7→ f ′(i, j) ⋆ Sh smem[i + 2e−1] 7→ f ′(i + 2e−1, j) else emp

BS(1, i)pre :=∃es.st = ⌊2es−1⌋∧
(if i < ⌈2es−1⌉ then Sh smem[i] 7→ f ′′(⌈2es−1⌉, i, j)⋆

Sh smem[i + ⌈2es−1⌉] 7→ f ′′(2es , i + ⌈2es−1⌉, j) else emp)⋆

if i = 0 then array(Sh smem, 2 · ⌈2es−1⌉, nt − 2 · ⌈2es−1⌉,−) else emp

BS(1, i)post :=I0

バリア仕様の条件，スレッド実行の検証はこれらの定義のもとで示せる．

3.4.3 事例研究 3: prescanカーネルの検証

PrescanカーネルはGPU Gems 39章 [20]の実装を参考にモデル化した．また，検証はChongらによる
配列の各要素が 0または 1であるときの検証 [15]を参考に行った．Prescanカーネルは以下のカーネル
である．

1 o := 1;
2 d := nt;
3 while (0 < d) {
4 barrier0;
5 if (Tid <C D) {
6 t1 := Sh smem[o * (2 * tid + 1) - 1];
7 t2 := Sh smem[o * (2 * tid + 2) - 1];
8 Sh smem[o * (2 * tid + 2) - 1] := t1 + t2;
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9 }
10 o := o * 2;
11 d := d / 2;
12 }
13 if (tid == 0) {Sh smem[2 * nt - 1] := 0}
14 d := 1;
15 while (d < nt * 2) {
16 o := o / 2;
17 barrier1;
18 if (tid < d) {
19 t1 := Sh smem[o * (2 * tid + 1) - 1];
20 t2 := Sh smem[o * (2 * tid + 2) - 1];
21 Sh smem[o * (2 * tid + 1) - 1] := t2;
22 Sh smem[o * (2 * tid + 2) - 1] := t1 + t2;
23 }
24 d := d * 2
25 }

グローバルメモリからの入力配列の読み込みや結果の書き込みは本質的ではないので省略した．Prescan
カーネルはブロック内で共有メモリ上の配列 smemの接頭辞和を求めるカーネルである．smemは長さ 2nt

の配列であり，ntは 2の冪であることが事前条件として要求される．
本研究ではブロック内の実行に関する検証のみを行った．グリッド実行に関しては容易にブロック毎

の仕様を集約することで行うことができる．Prescanカーネルの仕様は以下のようになる．

∀ f , e,nt = 2e ⇒Γ ⊢B{array(Sh smem, 2nt, f )}
prescanarray

Sh smem, 2nt, λk.
k−1∑
s=0

f (s)




以下 fps(k) B
∑k−1

s=0 f (s)とする．
各スレッドの事前条件，事後条件 Pi,Qi，1つ目，2つ目ののループ不変式 I0, I1，バリア仕様 BSを以

下のように定める．

Pi Barray(Sh smem, 2i, 2, f )

Qi Barray(Sh smem, 2i, 2, f )

fup(o)(k) B
k∑

s=k+1−m

f (s) (m = min(max({2x | i + 1 = 2xt, t ∈ N}), o))

fdown(o)(k) B


∑k+1−o

s=0 f (s) (k + 1 mod o = 0)∑k
s=k+1−m f (s) (otherwise, m = max({2x | i + 1 = 2xt, t ∈ N}))

I0 B∃eo, ed.((d = 0 ∧ o = 2nt) ∨ (d = 2ed ∧ o = 2eo ∧ ed + eo = e))∧
(if i < 2ed+1 then array(Sh smem, i ·max(2, 2eo),max(2, 2eo), fup(2eo)) else emp)

I1 B∃eo, ed.(d = 2ed ∧ o = 2eo ∧ 2ed · 2eo = 2nt)∧
(if i < ⌈2ed−1⌉ then array(Sh smem, i ·min(d, 2) · 2eo ,min(d, 2) · 2eo , fdown(2eo)) else emp)

BS(0, i)pre BI0

BS(0, i)post B∃eo, ed.((d = 0 ∧ o = 2nt) ∨ (d = 2ed ∧ o = 2eo ∧ ed + eo = e))∧
(if i < 2ed+1 then array(Sh smem, i · 2eo+1, 2eo+1, fup) else emp)

BS(1, i)pre B∃eo, ed.(d = 2ed ∧ o = 2eo ∧ 2ed · 2eo = nt)∧
(if i < ⌈2ed−1⌉ then array(Sh smem, i ·min(d, 2) · 2eo+1,min(d, 2) · 2eo+1, fdown(2eo+1)) else emp)

BS(1, i)post B∃eo, ed.(d = 2ed ∧ o = 2eo ∧ 2ed · 2eo = nt)∧
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(if i < 2ed then array(Sh smem, i · 2eo+1, 2eo+1, fdown(2eo+1)) else emp)

これらの言明のもとで prescanカーネルは検証できた．
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第4章 メタ言語コードを含むコードテンプレートの
検証

本節では，メタ言語コードを含むコードテンプレートの検証手法を提案する．GPUDSLコンパイラで
は GPGPUコード生成を行うためにコードテンプレートを用いる．コードテンプレートとは入出力配列
の型，スケルトンに渡す関数 (ユーザ関数)のコンパイル結果 (ユーザ関数コード)，GPUのパラメータな
どでパラメタライズされたGPGPUコードである．GPUDSLコンパイラは提供するスケルトン毎にコー
ドテンプレートを用意し，コードテンプレートに引数を適用することで GPGPUコードを生成する．
コードテンプレートには，それが用いられるデータの方やユーザがスケルトンに渡す関数によって後

から埋められる穴が有るため，既存の完全なコードに対する検証技術を直接用いることができない．そ
こで本研究はそのようなコードテンプレートの「正しさ」を明確に定義する．さらにコードテンプレー
トを GPGPUコードを生成する Coqの関数として形式化し，その正しさを Coqの定理として証明する．
コードテンプレートの仕様とは，(i) ユーザ関数コードとコードテンプレートの変数が衝突せず，(ii)

ユーザ関数コードが適当な事前条件のもとでユーザ関数 f を計算するならば，コードテンプレートに型
とユーザ関数コードと適用した時の生成コードは，スケルトンにユーザ関数 f を適用した時の結果を計
算を行うことである．(i)はプログラムの構文のみに依存する条件であるため，容易に Coqで表現するこ
とができる．(ii)と結論の「計算」に関する条件は GPUCSLの 3つ組として表す．
コードテンプレートは入出力配列の型に応じて異なる GPGPUコードを生成する．タプルのような複

合データ型の配列をサポートするGPUDSLコンパイラでは，タプルの配列をタプルの各要素ごとに独立
した配列を用いて表現することが一般的である．そのため，配列アクセスを行うコードは次元と配列の
添字から GPGPUコードを生成するようなメタ言語関数を用いて生成される．例えば，2要素をもつタ
プルの配列 aの i番目の要素に値 v1と v2からなるタプルを格納するコードは a0[i] := v1; a1[i] := v2とな
る．ここで a0，a1はそれぞれタプルの第 1要素，第 2要素が格納された配列である．コードテンプレー
トを検証するには，このような配列アクセスコードを生成するメタ言語関数に関しても同様に仕様を与
え検証する必要がある．
本節ではまず本節で用いる記法の定義を導入し，次に配列アクセスコードを生成するメタ言語関数に

ついて議論する．次にユーザ関数コードの仕様について議論する．最後に事例研究として，Accelerateコ
ンパイラのmapテンプレートと reduceテンプレートの一部の検証例を示す．reduceテンプレートの検証
では simulating functionを用いて検証を行う．これはカーネルの計算を表現するメタ論理の関数であり，
reduceテンプレートの計算の正しさの証明を simulating functionの正しさに帰着させることができるこ
とを示す．

4.1 記法

本節では Xでリスト [X0, X1, . . . , Xn−1]を表し，#Xでその長さ nを表す．集合Tと自然数 nに対して，T n

で各要素がTの長さnのリスト全体の集合を表す．Gl E及びL[i]をそれぞれリストGl E0,Gl E1, . . .Gl En−1

及び L0[i], L1[i], . . . Ln−1[i] とする (Sh E についても同様)．また，長さの等しいリスト L，v に対して，
L 7→p vを L0 7→p v0 ⋆ L1 7→p v1 ⋆ · · ·⋆ Ln−1 7→p vn−1と定義する．また，L ∈ LExpn， f : N→ Valnに対し
て，array(L, l, f )や sarray(L, s, l, f , d, i)を図 2.10の定義で L[ j] 7→ f ( j)の代わりに L[ j] 7→ f ( j)を用いる
ことで定義する．
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writeArray(L, i, E) :=(L0[i] := E0; L1[i] := E1; . . . ; Ln−1[i] := En−1)

readTuple(x, E) :=(x0 := E0; x1 := E1; . . . ; xn−1 := En−1)

図 4.1: 配列アクセスコードを生成するメタ言語関数の定義

4.2 配列アクセスのためのメタ言語関数

本研究では配列アクセスコードを生成するメタ言語関数として，タプル配列への書き込みwriteArray(L, i, E)，
タプル式の変数への代入 readTuple(x, E)を考える (図 4.1)．これらの関数は引数のリストの長さが全て等
しいときのみ定義される．
以下ではこれらの関数について成り立つ性質について議論する．writeArray(x, L, i)について，以下の

性質が成り立つ．

補題 21 (writeArray). 任意の L，i，Eについて，#L = #Eならば以下が成り立つ．
1. barriers(writeArray(L, i, E)) = ∅
2. writes(writeArray(L, i, E)) = ∅
3. {L[i] 7→ −} writeArray(L, i, E) {L[i] 7→ E}

barriers(C)，writes(C)はそれぞれC中に出現するバリアの添字の集合，C中で書き込まれる変数の集合を
表す．この補題はLの長さに関する帰納法で容易に示すことができる．これらの性質はwriteArray(L, i, E)を
用いるプログラムをL[i] := Eを用いるプログラムと同じように検証できることを意味する．readTuple(x, E)
についても同様の性質が成り立つ．

補題 22 (readTuple). 任意の x，E，vについて，#x = #E = #vならば以下が成り立つ．
1. barriers(readTuple(x, E)) = ∅
2. writes(readTuple(x, E)) = x
3. disjoint(x), (

∪
i fv(Ei)) ∩ x = ∅ならば {E = v} readTuple(x, E) {x = v}

ここで disjoint(x) B ∀i j.i , j⇒ xi , x jであり，fv(E)は E中に出現する変数を表す．

4.3 ユーザ関数コード

GPUDSLのユーザ関数はタプル値を引数を取り，算術式，条件分岐，自由変数を通じた配列の読み込み
等を行うラムダ式である．以下では 1引数ユーザ関数のみを考える (2引数以上のユーザ関数も同様に議論
できる)．本研究では具体的なユーザ関数の構文規則については議論せず，その表示⇓ f : Valn×Valm → Prop
を用いて議論する．v ⇓ f v′は，ユーザ関数を vに適用した時の評価結果が v′であることを意味する．
ユーザ関数をコンパイルした結果をテンプレートの穴に直接埋め込むため，ユーザ関数コードは式の

タプルを 1つ受け取って，ユーザ関数の計算を行うコマンドと結果の式のリストの組を返すメタ論理の
関数 (Expn → Cmd × Expm)として表現される．例えばユーザ関数 λx.if x ≥ 0 then x else − xに対応する
ユーザ関数コードは，λEx.((if Ex ≥ 0 then l := Ex else l := −Ex), l)となる．本稿ではユーザ関数コード
f に対して， f (E)の第一要素を fc(E)，第二要素を fe(E)と書く．ユーザ関数コードの仕様は以下のよう
に記述される．

定義 23 (1引数ユーザ関数コードの仕様 (forward simulation)). 接頭辞 “l”を持つ変数が現れない環境 env，
ユーザ関数コード f : Expn → Cmd × Expm及びユーザ関数の表示 ⇓ f : Valn × Valm → Propについて以下
が成り立つとき， f は envのもとで ⇓ f を計算するという

1. 任意の y ∈ writes( fc(x))について，yは接頭辞 “l”をもつ
2. 任意の y ∈ fv( fe(x))について，yは接頭辞 “l”をもつか，または y ∈ x
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3. barriers( fc(x)) = ∅
4. 任意の x，v，v′について，各 xiが接頭辞 “l”を持たず v ⇓ f v′ならば
{!(x = v) ⋆ [[env]]1/ntnb} fc(x) {!( fe(x) = v′) ⋆ [[env]]1/ntnb}

条件 1，2はコードテンプレートとユーザ関数コードの変数の独立性を保証する．本研究では簡易な
接頭辞ベースの変数管理を行うGPUDSLコンパイラを対象とする．接頭辞ベースの変数管理では衝突を
許さない変数に異なる接頭辞を持たせることで，変数の独立性を保証する．本研究では Accelerateコン
パイラを参考に，ユーザ関数コードが用いる全ての変の変数名は接頭辞 “l”を持つことを仮定した．こ
れに加えてコードテンプレートが用いる変数名が接頭辞 “l”をもたないように制限することで，コード
テンプレートとユーザ関数コードの変数の独立性を保証できる 1．
条件 4は適当な値 vが代入された変数 xのもとでユーザ関数コード f が表示 ⇓ f をもつユーザ関数を

計算することを意味する．環境 envはタプル配列の先頭アドレスを示す変数列，配列の長さ，配列に格
納されている値を表す関数の 3つ組のリストであり，[[env]]1/ntnb はそのような配列群にパーミッション
1/ntnbでアクセスするための言明が分離積で繋がれたものである．形式的な定義は以下のようになる．

env ∈
{{

(Li, li, fi)
}
0≤i<m

| m, ki ∈ N, fi ∈ N→ Valki , Li ∈ LExpki
}

[[env]]p :=
m−1
⋆
i=0

arrayp(Li, li, fi)

4.4 事例研究 1: mapコードテンプレートの検証
事例研究としてまず Accelerateの mkMapテンプレートを本手法で検証する．mkMapテンプレートは

mapスケルトンに対応するコードテンプレートである．mapスケルトンは din次元タプル配列の各要素
に型 T din → T dout をもつ関数を適用し dout次元のタプルを計算する．以下にmkMapテンプレートの定義
を示す．

1 mkMap(get, func) B
2 ix := gid;
3 while (ix < len) {
4 getc(ix);
5 readTuple(xs, gete(ix));
6 funcc(xs);
7 writeArray(Gl out, ix, funce(xs));
8 ix := ix + ntnb;
9 }

コードテンプレート mkMapは 2つのユーザ関数コード get : Var → (Cmd,Expdin)と func : Vardin →
(Cmd,Expdout )を入力にとる．mkMap(get, func)から生成されるカーネルは get(ix)で配列の各要素を読
み込み，それに funcを適用した要素を配列 out に格納する．ここで xs，out は din，dout 個の変数の列
x0, x1, x2, . . .，out0, out1, out2, . . .であり，それぞれ disjoint(out)及び disjoint(xs)を満たし，どの変数も
接頭辞 “l”を持たない．

mkMapテンプレートは入力配列からの読み込みがユーザ関数コード getで抽象化されている．これは，
AccelerateなどのGPUDSLはスケルトン間の融合変換をサポートしており，入力配列が実際のGPU上の配
列にならない場合があるためである．例えばソース言語のプログラム map (λx.x+1) (generate 10 (λx.2x))
に対しては mkMap(λE.(skip, 2 ∗ E), λE.(skip, E + 1))でカーネルが生成される．ここで generate n f は
各要素が f (0)から f (n − 1)で初期化された配列を作成するスケルトンである．

mkMapテンプレートの仕様は以下のようになる 2．

定理 24. 任意の l，envに対して，

1具体的な接頭辞は重要ではなく，単にコードテンプレートとユーザ関数コードの用いる変数の集合が独立であり，変数が
与えられたときにどちらに属するかを決定できればよい

2ここでも脚注 2 と同様に事後条件に変数が現れないように変形する必要がある．正確な定義は省略するが，事後条件の
[[env]]に関してもその定義を多少変更することで変数が出現しないように書き換えることができる
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• getは envのもとで ⇓gを計算し，funcは envのもとで ⇓ f を計算し，かつ
• 任意の i < lに対して ∃vg.i ⇓g vgであり，かつ任意の vgに対して i ⇓g vgならば ∃v f .vg ⇓ f v f

とする．このとき，関数 hが存在して，∀i < l.∃vg.i ⇓g vg ⇓ f h(i)を満たし，

{len = l ∧ env ⋆ array(Gl out,−, l)} mkMap(get, func) {env ⋆ array(Gl out, h, l)}

が成り立つ．

2番目の条件でソース言語の意味論でユーザ関数が安全に実行できること，つまり配列長 lに対して l
より小さい全ての iで g(i)を評価できることと，その評価結果 gvに対して f (gv)が評価できることを仮
定している．証明は，まず ∀i, i < l ⇒ ∃vg.i ⇓g vg ⇓ f h(i)を満たす hの存在を 2番目の条件より示す．そ
の hのもとでスレッド毎の事前条件，事後条件，およびループ不変式を以下のように定める．

Pi, j :=len = l ∧ [[env]]ntnb ⋆ sarray(Gl out, 0, l,−, ntng, i + nt j)

Qi, j :=[[env]]ntnb ⋆ sarray(Gl out, 0, l, h, ntng, i + nt j)

I :=∃x.len = l ∧ ix = x · ntng + i + nt j ∧ [[env]]ntnb⋆

sarray(Gl out, 0, l, λk.if k < x · ntng + i + nt j then h(k) else −, ntng, i + nt j)

これらの言明のもとでスレッド毎の実行の証明は 3節のmapカーネルの検証とほぼ同様にできる．ユー
ザ関数に要求した変数に関する条件を Frame規則の適用時に用いる点がmapカーネルの検証とは異なる．

4.5 事例研究 2: reduceテンプレートの検証
2つ目の事例研究として，GPUのブロック内のスレッド数の最大値を用いてループ展開を行うような

Accelerateの reduceTreeBlock (以下単に reduceと書く)コードテンプレートを検証する．以下は reduceテ
ンプレートの定義である 3．

1 reduceBodyn(s) := (
2 barrier2n−2;
3 if (tid + s < len) {
4 x0 := Sh sdata[tid + s]; x2 := x1 + x0; x1 := x2
5 }
6 barrier2n−1;
7 Sh sdata[tid] = x1)

8 reduce := (reduceBody1(2eb−1); . . . reduceBodyn(2eb−n); . . . reduceBodyeb
(1))

ここでは単純のためタプル配列アクセスやユーザ関数コードは排除し，整数の配列を足し算で畳み込むテ
ンプレートを考える．本稿の執筆時点では証明は完了していないが，一般の場合の reduceテンプレート
で導入されるメタ言語コードについても mkMapテンプレートと同様に扱うことができると考えている．

reduceテンプレートは共有メモリ sdataの 0番目から len − 1番目までの要素をブロック内で畳み込
むカーネルを生成する．lenはブロック数 nt以下であることを要求する．sdataは長さ ntの配列であり，
lenよりも大きい位置にある要素は無視される．各スレッドは自分のスレッド IDから幅 sだけ右に離れ
た要素にアクセスし，自分のスレッド IDの要素と足し合わせ共有メモリにそれを書きこむ．ブロック全
体としてはループの本体を実行するたびに len − s個の要素の組を足し合わせる．配列のアクセスを行
う前後でバリア同期をとることで競合状態を避けている．2eb−1から 20(= 1)まで reduceBodyを動作させ
ることで sdata内の len個の要素を畳み込むことができる．ここで 2eb はGPUの世代ごとに決められた
ブロック内のスレッド数 ntの最大値であり，2eb ≥ ntである．

reduceテンプレートは実際のカーネルの一部 (ブロック内の配列の畳込み)のみを生成するテンプレー
トであるが，Grid規則や Block規則はカーネル全体にしか適用できない．よってここでは各スレッド単

3実際にAccelerateで用いられる reduceテンプレートはGPUがWarpと呼ばれる単位で SIMD実行を行うことを仮定した最適
化 (warp-synchronous programming)を行っているが，本研究ではそのような最適化を行わないカーネルを示す．warp-synchronous
programmingへの対応については 6章で議論する
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位の実行の検証とバリア仕様の正しさの検証のみをおこなう．reduceテンプレートの仕様は以下のよう
になる．

定理 25 (reduceテンプレート).

∀l f .l ≤ nb ⇒ ∃ f ′.

BS, i ⊢T {Sh sdata[i] 7→ f (i) ∧ x1 = f (i) ∧ len = l}
reduceSh sdata[i] 7→ f ′(i) ∧ f ′(0) =

l∑
i=0

f (0)


BSの定義は後であたえる．この仕様は reduceが停止するとき，sdataの 0番目の要素には配列 sdata

の初期値の 0番目から l − 1番目の和が代入されることを意味する．
reduceテンプレートの検証のために，simulating functionを用いた証明手法を提案する．reduceテンプ

レートを検証するために，simulating function fn(i)を導入する．Simulating functionとは，カーネルの実
行を模倣するようなメタ論理の関数であり，ここでは fn(i)は nステップ目における i番目の配列要素を
表す関数である．関数 fn(i)は以下のように定義される．

sn B 2eb−n

f0(i) B f (i)

fn+1(i) B

 fn(i + sn+1) + fn(i) (i + sn+1 < l),

fn(n) (otherwise).

snは nステップ目の sの値を表す． fn+1(i)は reduceBodyn+1(2eb−(n+1))が sdataに対して行う計算と同じ
計算を fnに対して行う．

Simulating functionを用いたカーネルの証明は (i) simulating functionが期待される計算を行うこと，及
び (ii)カーネルが simulating functionと同じ計算を行うことの 2つを示すことで行われる．まず (i)を示
すために，以下の補題を示す．

補題 26.
min(l,sn+1)−1∑

i=0

fn+1(i) =
min(l,sn)−1∑

i=0

fn(i)

これは l ≤ sn+1，sn < l < sn+1及び l ≤ snで場合分けすれば示せる．

証明. l ≤ sn+1のときは定義より fn+1(i) = fn(i)，l ≤ sn+1 < snなので明らか．l > sn+1とする．

(左辺) =
sn+1−1∑

i=0

fn+1(i)

=

min(sn+1−1,l−sn+1−1)∑
i=0

( fn(i) + fn(i + sn+1)) +
sn+1−1∑

i=l−sn+1

fn(i)

=

min(sn+1,l−sn+1)−1∑
i=0

fn(i) +
sn+1−1∑

i=l−sn+1

fn(i) +
min(sn+1,l−sn+1)+sn+1−1∑

i=sn+1

fn(i)

l − sn+1 ≤ sn+1 のときは l ≤ sn，sn+1 + sn+1 = sn を用いれば示せる．l − sn+1 > sn+1 とする．このとき
2sn+1 = 2sn より sn < l

=

sn+1−1∑
i=0

fn(i) +
sn+1−1∑

i=l−sn+1

fn(i) +
2sn+1−1∑
i=sn+1

fn(i)
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=

2sn+1−1∑
i=0

fn(i) =
min(l,sn)−1∑

i=0

fn(i)

□

補題 26より ∀n.
∑min(l,sn)−1

i=0 fn(i) =
∑min(l,s0)−1

i=0 f0(i)であるが，s0 = 2eb ≥ nb ≥ lより
∑min(l,sn)−1

i=0 fn(i) =∑l−1
i=0 f (i)．ここで n = ebとすると次が成り立つ．

系 27 (simulating functionの計算).

feb(0) =
l∑

i=0

f (i)

これは fn(i)が reduceで期待される畳み込みを行うことを表す．
次に (ii)を示す．BSを以下のように定義する．

BS(i, 2n − 2) B (Sh sdata[i] 7→1 fn(i), array1/nb
(Sh sdata, nb, fn))

BS(i, 2n − 1) B (array1/nb
(Sh sdata, nb,−), Sh sdata[i] 7→1 −)

BSの副条件である ∀1 ≤ n ≤ eb, t ∈ {1, 2}. ⋆i BSpre(i, 2n − t) ⇒ ⋆iBSpost(i, 2n − t)は容易に示せる．(ii)は
以下の補題として表現される．

補題 28 (simulating functionとカーネルの関係).

BS, i ⊢T {Sh sdata[i] 7→ fn(i) ∧ x1 = fn(i)}reduceBodyn+1(sn+1){Sh sdata[i] 7→ fn+1(i) ∧ x1 = fn+1(i)}

これは fn+1(i)と reduceBodyn+1(s)の定義から容易に示せる．
補題 28と補題 26を用いると定理 25は以下のように示せる．

証明. reduceは reduceBody1(s1); . . . reduceBodyi(si); . . . reduceBodyeb
(seb)と書けることから，補題 28より

BS, i ⊢T {Sh sdata[i] 7→ f0(i) ∧ x1 = f0(i)}reduce{Sh sdata[i] 7→ feb(i) ∧ x1 = feb(i)}

f ′として feb をとれば，系 27より定理の結果を得る． □

さらに reduceテンプレートを以下のように変形することでバリア同期命令を 1 つ省略することがで
きる．

1 reduceBodyn(s) := (
2 barriern
3 if (tid + s < len && tid < s) {
4 x0 := Sh sdata[tid + s]; x2 := x1 + x0; x1 := x2; Sh sdata[tid] = x1
5 })

6 reduce := (reduceBody1(2eb−1); . . . reduceBodyn(2eb−n); . . . reduceBodyeb
(1))

バリア同期の省略の他に，条件式に tid < sが加わり，共有メモリへの書込みが条件分岐の中に移動し
た点が異なる．この最適化の正しさの証明の詳細は割愛するが，simulating functionを i + s < l∧ i < sで
場合分けするように変更し，バリア仕様は書き込みを行うスレッド iが iと i + sに対して排他的なパー
ミッションを持つように変更すれば良い．以下に simulating functionとバリア仕様の定義を示す．

f0(i) B f (i)

fn+1(i) B

 fn(i + sn+1) + fn(i) (i + sn+1 < l ∧ i < sn+1),

fn(n) (otherwise).

BS(i, n)pre B

P( fn−1, n − 1, i) (n > 1)

Sh sdata[i] 7→1 f (i) (n = 1)
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BS(i, n)post BP( fn−1, n, i)

P( f , n, i) B


Sh sdata[i] 7→1 f (i) ⋆ Sh sdata[i + sn] 7→1 f (i + sn)⋆

if i = 0 then Rn else emp (i + sn < l ∧ i < sn)

emp (otherwise)

Rn の定義は省略するが，nステップ目の実行でアクセスされない位置 (min(l − sn, sn) ≤ i < sn または
min(l − sn, sn) + sn ≤ i < nt を満たす i) を表すリソースである．BS の副条件は ∀n, f .⋆i∈Tid P( f , n, i) ⇔
array(Sh sdata, nt, f )から容易に示せる．この simulating functionとバリア仕様のもとで以下の定理が定
理 25と同様に示せる．

定理 29 (reduceテンプレート).

∀l f .l ≤ nb ⇒ ∃ f ′.

BS, i ⊢T {Sh sdata[i] 7→ f (i) ∧ x1 = f (i) ∧ l = l}
reduceif i = 0 then array(Sh sdata, l, f ′) ∧ f ′(0) =

l−1∑
i=0

f (i) else emp
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第5章 関連研究

5.1 GPGPUのための自動検証器
GPGPUカーネルの競合状態やバリア相違を検出する検証器として Bettsらによる GPUVerify [8, 4, 9]

や Liらによる GKLEE [25, 26]がある．
Bettsらは競合状態やバリア相違を表現することができる意味論である SDV意味論を設計し，その意

味論のもとで健全な検証器GPUVerifyを設計・実装した．SDV意味論は各スレッドが 1ステップずつ同
期を取りながらプログラムを実行するような意味論であり各スレッドが読み込み・書き込みを行ったアド
レスの集合 (read/write set)を記録する．バリア同期時やカーネルの停止時にこれまでの read setと write
set，write setと write setの間に重複があったときに競合を起こしているとみなされる．自動検証の際に
証明義務に全称量化が出現するのを避けるために，GPUVerifyはこれらの性質を任意の 2スレッドの間
での性質に帰着させる手法を用いている (two threads reduction)．GPUVerifyは two threads reductionを用
いて GPUカーネルを逐次プログラム検証のための検証器 Boogie [5]の対象言語に変換し，Boogie上で
検証を行う．assert文と assume文を用いることで，GPUCSLと同じように仕様検証を行うことができ
るが，証明できる仕様は，GPUVerifyが利用する SMTソルバで解ける仕様に制限される．

Liらは concolic executionに基づく GPUカーネルのための検証・テスト生成器である GKLEEを提
案した．Concolic executionと一は部の入力に対して具体値を用いるような記号的実行である．任意の
スケジューリングに対して記号実行を行うには膨大な計算量が必要となるため，GKLEEは canonical
schedulingというスケジューリングのみに対して記号実行を行う．Canonical schedulingのもとでエラー
を起こさないと検証されたカーネルは任意のスケジューリングのもとでエラーを起こさない．GKLEEは
warp divergenceや bank conflictといった計算は正しく行われるが，計算速度に影響を与えるようなプロ
グラムの検出も行うことができる．

5.2 プログラム論理

Vafeiadisは CSLの健全性の簡潔な証明を提案し，それを FPCSLの健全性の証明に応用した [36]．ま
た証明を Coqと Isabelle/HOL上で行った．本研究ではVafeiadisの証明法をGPUCSLの健全性証明に応
用した．

Blomらは GPGPUのための CSLを提案し，その論理に基づく自動検証器を作成した [10]．本研究で
は Blomらの CSLを拡張することでコードテンプレートの検証を行った．
小島らは single instruction multiple threads (SIMT)プログラムのためのHoare論理を提案し，その健全

性と相対完全性を証明した [22]．SIMTは全てのスレッドの実行が同時に 1ステップずつ進む意味論で
ある．本研究では各スレッドの実行は任意の順序で進むとした．

Affeldtらは TLSパケット処理を行う C言語プログラムの検証のために Coq/SSReflect [18]上で分離論
理を形式化した [1]．彼らの分離論理はデータ構造のアラインメントや sizeof演算子などの細かい仕様
を表現することができる．本研究の対象言語では複合データ型は除外し，データ型は整数のみとした．

Hoborらは Pthreads風のバリア同期のための並行分離論理を提案した [21]．彼らは対象言語として
Compcertコンパイラの中間表現 Cminorを採用し，Coqで健全性を証明した．本研究との違いとして，
Hoborらの研究では対象言語でスレッドの動的な作成が許されていることや，バリア相違に対する検証
は行っていないことが挙げられる．
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5.3 GPGPUの意味論
CUDA Cはメモリアクセスの順序が全スレッドで一貫して観測されない弱いメモリモデルに基づく意

味論を持つが，本稿の執筆時点でその形式的な意味論の定義は定められていない．Alglaveらはそのよう
な CUDAのメモリモデルの定義を与えるために大量のテストケースを用いて GPUハードウェアのメモ
リモデルを調査し，その結果をもとにメモリモデルの定義を提案した [2]．WhileB言語は逐次一貫性を
もつ強いメモリモデルに従うため，本研究の意味論は正確ではないが，競合状態が起こらないプログラ
ムに関しては逐次一貫性を持つと考えられるため，GPUCSLは実際の意味論の上でも健全であると予想
される．

5.4 コード生成器の正しさ

GPUDSLは並列スケルトンに対する自動並列化と考えることができるが，自動並列化を行うコンパ
イラの検証として Bell による研究 [7] がある．健全な自動並列化の議論ために，彼らは Calculsus of
Communicating Systems (CCS)のもとで一般的な双模倣関係より弱い模倣関係を定義し，そのもとでい
くつかの最適化が健全であることを示している．一方GPUDSLは副作用を持たないため，観測可能な振
る舞いとして評価結果の値しかない．またソース言語は並列スケルトンとユーザ関数しかもたないため，
このような複雑な模倣関係の導入は不要であると考えられる．
本研究で対象とした正しさよりも弱い正しさを保証する研究として，ソースコードと生成コードの間

で自動的に型保存が行われることが保証されたコンパイラ (型保存コンパイラ)に関する研究が知られて
おり，GPUDSLにおいてもMcDonellらによる研究 [28]がある．このようなコンパイラは本研究で対象
としたような接頭辞ベースの変数管理よりも複雑な変数管理機構を用いる．そのようなコンパイラの生
成コードの計算の正しさを保証することは興味深い問題である．

5.5 安全性と容易性を両立する高性能プログラミング機構

Kolesnichekoらは Eiffel上で契約を用いて並列スケルトンによる GPGPUプログラミングを行うため
のライブラリ SafeGPUを提案した [23]．この研究は生産性が高く安全なプログラムを記述できるライブ
ラリの提供という動機を持つ．つまり，並列スケルトンを用いて簡単に高性能な GPGPUプログラムを
書くことができると同時に，Eiffelの契約機構を用いることでプログラムの安全性や正しさの保証も高
めることができる．SafeGPUは本研究と似た動機をもつが，彼らの研究ではコンパイラそのものの正し
さについては扱っていない．
江本らは GTAフレームワークの Coqによる検証を行った [17]．GTAフレームワークはプログラムを

解候補の生成，検査と半環による集約の合成で記述し，半環融合変換 (semi-ring fusion)を用いることで，
記述されたプログラムからより高速な並列プログラムを導出する枠組みである．彼らは GTAフレーム
ワークを Coq上で形式化し，形式化のもとで変換の正しさを証明した．また，Coq上で証明されたプロ
グラムから実際に動作する BSML [27]プログラムへの抽出を示した．BSMLは bulk synchronous parallel
モデルに基づくOCamlライブラリであり，MPIといった分散メモリ並列ライブラリの上で動作する．本
研究との違いとして，本研究では共有メモリ並列であるGPGPUへのコード生成を対象としている点や，
江本らの研究では行っていない生成されたコードの検証を行っている点が挙げられる．一方で GTAフ
レームワークを本研究によって検証されたコード生成器に用いることで，生成コードのレベルまで検証
された高速な GPGPUプログラムの抽出が可能になると考えている．
数学的に記述された仕様から高性能なプログラムを演繹的に合成する機構として，Delawareらによる

Coqライブラリ Fiat [16]がある．Fiatを用いるユーザは高水準な言語で記述されたプログラム仕様から，
実際に実行可能なOCamlプログラムを Coqのタクティックを用いることで対話的に導出する．Fiatの自
動生成タクティックを用いることで，プログラムの導出は自動的に行うこともできる．導出の各過程は
Coqの定理として記述されており，導出されたプログラムはもとの仕様に従って動作することが保証さ
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れる．Fiatは高水準な言語で記述されたプログラムから，それと同じ振る舞いを示すことが保証された
高速なプログラムを生成するという点で本研究と似た動機を持つ．しかし，本研究では並列プログラム
(GPGPUコード)の生成を行うコンパイラを対象としていて，Fiatは逐次プログラム (OCamlコード)の
生成を行っている．また，本研究で対象とした GPUDSLは Fiatのようにユーザが対話的に高速なプロ
グラムの導出を行うことは想定していない．
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第6章 結論・今後の課題

本研究では並行分離論理と定理証明支援器を用いて GPGPUコードテンプレートを検証する手法を提
案した．以下に本研究の貢献を述べる．
• 一般のFrame規則で拡張されたGPUCSLの健全性の形式証明を初めて行い，BlomらによるGPUDSL
の健全性の証明にあった証明の不備を明らかにした．Frame規則はコードテンプレートだけでな
く，関数呼び出しを含むカーネルに対してモジュラーに検証を行うために必要な規則であるため，
Frame規則で拡張されたGPUCSLの健全性の証明は重要である．また，Blomらが与えなかったス
レッド ID独立性の健全性の証明を初めて示し，彼らが言及しなかった健全性のための条件を明ら
かにした．
• GPGPUプログラム検証のための Coqライブラリ GPUVeLibを作成し，map，reduce，prescanと
いったカーネルに対する検証を行った．これまで逐次プログラムや fork-join並列モデルに基づく並
行プログラムに対する検証は多く行われてきたが，GPGPUのようなデータ並列モデルに基づくプ
ログラムの計算の正しさの検証を行った事例は我々の知る限り存在しない．GPUVeLibはGPUCSL
に基づくカーネル検証の中で最も難しい点である，各スレッドの逐次実行に関する検証を補助す
るためのライブラリである．本研究で検証した reduceや prescanカーネルはGPGPUにおいて重要
な基礎要素であるため，これらのカーネルの計算の正しさを含めた検証は有用である．
• GPGPUコードテンプレートの正しさについての議論を行い，特に正しいコードを生成するために
ユーザ関数コードに要求される条件を明らかにした．これはユーザ関数コードの用いる変数の独立
性やユーザ関数の意味論との関係といった条件を含む．これに基づいてAccelerateのmap，reduce
テンプレートに対して検証を行った．その結果，一般のコードテンプレートに対する本手法の適
用可能性を確認することができた．
• Reduceコードテンプレートのような複雑なメモリアクセスパターンをもつテンプレートに対して

simulating functionを用いる検証手法を提案した．Simulating functionを用いてAccelerateの reduce
テンプレートの検証を検証を行い，その過程で最適化の余地を発見し，最適化されたテンプレー
トの正しさを検証した．

本研究の今後の課題として，現実的な規模のGPUDSLに本研究を適用することが考えられるが，以下
ではその際に問題となりうる課題について述べる．

6.1 コンパイラ全体の検証

今後の課題として，GPUDSLコンパイラ全体，つまりソース言語から CUDAコードの変換を検証す
ることが挙げられる．そのためにはコンパイラフロントエンドで行われる融合変換やユーザ関数のコン
パイルを検証する必要がある．例えば，並列スケルトンに対する融合変換はMcDonnelら [29]によって
議論されているる．これらの融合変換の正しさは直感的には明らかであるが，融合変換を行うコンパイ
ラの実装を含めた検証は興味深い問題である．また，ユーザ関数のコンパイルはGPUCSLのスレッド実
行の 3つ組 (BS, i ⊢T {P} C {Q})の上で正しいことを示す必要がある．これは CompCert [24]などのコン
パイラ検証で行われてきたコンパイラの正しさ (ソースプログラムと出力プログラムの間の双模倣性)と
は異なる形の仕様であり，証明には若干の工夫を要すると考えられる．
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6.2 より高度なCUDAの意味論への対応
本研究で用いた並行分離論理はスレッドブロック，グリッドや共有メモリといった基本的な CUDAの

機能をサポートしている．一方でいくつかのコードテンプレートはより高度な CUDAの機能を用いて記
述されている．その中には atomic命令，warp-synchronous programming，warp shuffle命令といった機能
が含まれる．GPGPU向け並行分離論理で atomic命令を含むプログラムの検証は Amighiらによって議
論されており [3]，我々の手法でも容易に利用できるはずである．

Warp-synchronous programmingとはwarp内のスレッドが 1命令毎に同期的に実行されることを利用し
てバリア同期を省略するプログラミング手法である．Warpとはスレッド IDを 32で割った商が等しく，
かつ同じスレッドブロックに属するスレッドの集合である．AccelerateコンパイラでもWarp-synchronous
programmingを用いて reduceテンプレートの最適化を行っている．GPUCSLではこれらの実行をモデル
化していないため，warp-synchronous programmingを用いたコードは検証できないが，Nvidia社の文書
ではこの技術は将来のCUDAでも利用できる保証はなく，後述のwarp shuffle命令を用いることを推奨し
ている [32]．そのためこの機能を用いるプログラムを正しいとみなすかどうかは議論の余地がある．この
ような実行モデルに従うプログラムの検証は，小島らによる SIMTプログラムのための Hoare論理 [22]
を用いることで行うことができると考えられる．

Warp shuffle命令は共有メモリやグローバルメモリを使わずにwarp内でデータの交換を行うための命
令である．Warp shuffle命令を呼び出した warp内のスレッド間で引数に指定した値の交換が行われる．
GPUCSLの視点から見ると，warp shuffle命令はwarp単位のリソース (ここでは値)の交換とみなすこと
ができ，バリア同期命令に対するバリア仕様のように warp shuffle命令に仕様を与えることで検証でき
ると考えられる．

6.3 コードテンプレートの証明の容易化

本研究ではコード検証のためのライブラリを作成し，それを用いてコードテンプレートの検証を行っ
た．GPUVeLibによるコード検証は冗長なスクリプトの記述が多く，まだ多くの改善の余地がある．その
中には逐次実行に関する BS, i ⊢T {P} C {Q}の証明や，リソースの集約に関する条件 (⋆i∈Tid BS (i, b)pre ⇒
⋆i∈Tid BS (i, b)postなど)の証明がある．逐次実行に関する証明は Chlipalaや [14]や Caoら [12]による証
明自動化手法を用いることで同様に自動化できると考えられる．一方でリソースの集約に関する条件は
⋆i∈Tid BS (i, b)のように一般的な個数の分離積を扱う必要があり，このような条件の自動的な証明はこれ
らの自動証明ライブラリでは議論されていない．このような条件の一般的な証明は困難であるが，mkMap
や reduceテンプレートに現れたGPGPUカーネル検証で頻繁に出現するようなパターンに限れば自動化
は可能であると考えられる．
また GPGPUプログラムの自動検証技術は Bettsらによる GPUVerify [8] など多く存在し，それらは

カーネルの競合状態やバリア相違が起こらないこといった一般的な性質を検証する．これらの検証器を
コードテンプレートに応用することで，生成される任意のカーネルが競合状態を起こさないことやバリ
ア相違を起こさないことなどを容易に検証できる可能性がある．
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